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ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie umfassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebieten derMath ematik , Astr|onomie,Ph ys ik,Ch emie 
(einscliliesslich Kry stallkun de) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreflfenden Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen: für Astronomie Prof. Dr. Bruns Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wanger in Halle]|, für Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (München;, für Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig, für Chemie Prof. Dr. W. Os.'twald Leipzig. 
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Enchienen sind bis jetzt aua dem Gebiete -der '^ll 

Mathematik: 

Nt. 5. G. F. Omu, FUehentkesii«. (1827.) P«iitacIi.1i«»Ut. t. A. ▼«■! - 

«•IIB« (6250 «#'^.80^ . y^oo 
» Ii. €> F. toUi» PU 4 BeveiM der Zfdegvnt csBMr'^lfebr. Fnnetto- 
nen etc. (1799^1849.1 Hemif. E. Nette. MltlTaf. (81 8.) 

Jf 1.50, 

* 17. A. BravaiSf Abhandlungen übet symmetr. Polyeder. (1849.) Übers. 
, . nnd in Gemeinsohaft mit P. Giotb hetaiu^ von 0. u. £• Biaftius. 

Mit 1 Taf. m S.^ Jjr 1.— . 
» 19. üb. d. Anziöiiuiig liomogener Ellipsoide. Abhandlungen von LaplaG6 

(1782), Ivory {i6Q% Gaass (1813), Chasles (ibbS) und Diriciilet 
(1889). Herausg. Yon A. W angerin. (118 S.) .if 2.— .v. 

» i6..A]»baiidlungeB Ü1>er Taiiatlona-&ecliiiung. L TkeUt- Abhand- 
longen toh Job. B«l»OlUi (1696), JlC BemilU (1687) und 
LeonlMffd, Evler (1744). Heranafeceben ▼m pASt&efeel. Mit 
19 Tertilgaren. (144 S.) Jf 2.—. 

»47. II. Theil: Abhandlungen von La^Bge (1762, 

1770), Legeiidre (1786; mui Jacobi (1837). Herausgegeben 
P. Stick el. Mit 12 Textüguren. (110 S.) .// 1.60. 

» 60. Jacob Steiner, Die geometr. Constructioncn. ausgeführt mitteht d i-r 
geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrfegen stand auf 
höbereu Unterrichts - Anstalten iind zur praktischen Benutzung. 
(1Q33.) Herausgegeben toh Aii J« Oettingen. .Ifil2& Text- 
flguren. (86 8.) 1.20. 

s 64« €• 0. J* J^HObi, Über die Tleifaoh periedJsehen Fimettoiiiea zweier 
Vaxiabeln, aitf die sich die Theorie der Aberschen Treaeoenden- 
ten gtötzt. (1834.) Herausgegeben von H. Weber. Ans dem 
Lateinischen übersetzt von A. Wittin g. 40 S.' —.70. 

» 65. Georg Rosenliain , Abhandlung über die Functionen zweier 
Variabler mit vier Perioden, welche die Inversen sind der ultra- 
elliptiscben Integrale erster Klasse. (1851.' Herausgegeben von 
H. Weber. Ans dem Französischen übersetzt von A. Witting. 
(94 S.) 1.50. 

» 67. A« 8Spel, Entwurf einer Tbeeile der AbeVsebea TraneeendenteD 
erster Ordnung. (1847.) Her^ncgegeben von H. lieber. Alis dem 
Lateinischen überaettt Ton A. Witting. (60 8.) Jf 1.—. 

» 71. N. H. Abel, Untersnebnngen Uber die Reihe: 

. , m , (7n»m — 1) „ , m'(m — 1) • (m — 2) 

1 H x-\ 7^ • x' H — - — . -4- 

~ 1 ~ 1-2 1.2'3 ~ 

(IS'Sn.) UeraTiagegeben von A. W angerin. (46 S.) 1. — . 

» 73. Leonhard Euler, ZwA Abbandinngen über sphärische Trigono- 
metrie. Grnndzüge der sphärischen Trigonometrie und aligemeine 
sphärische Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Französischen 
und Lateinischen übersetzt und herausgegeben von E. Hammer. 
Mit 6 Figuren im Text. (65 S.) Jf 1.—. 

> 77. C. 6. J. Jacob!, Über die Bildung und die Eigeusehaften der Deter- 
minanten. (Pe formatione et proprietatibns Determinantinm.) 
(18410 Herausgegeben Ton P. 8 tä c b el. (78 8.) •# 1.20. 



Nr. 78. J. Cb G« Jae^U, über die Fiuiotioii«ldetermlnanton. (De deter- 
minantibns functlontUbm.) (1841.) Hanaigegeben TOnP.Stiekel. 

(72 S.) uT 1.20. 

» 82. JftCOb Steiner, Systematische Entwicklung der Abbingigkeit geo- 
metrischer Gestalten yon einander, mitBerücVsichti^niig der Arbeiten 
alter und neuer Geometer über Porismen, Projections-Mcthoden, 
Geometrie der Lage, Transversaleti, Dualität und lieciprocität etc. 
(lÖ32.j i. I heil. ilerausgegebeu von A. J. v. Oettingen. Mit 
2 Tafeln «nd 14 Fig. im Text. (126 S.) M 2.—. 

• 83,«' ^— <- -i-^ II. Tbeil. Heravfgegeben von A. J. t. Oettin gen. 
Mit 2 Tafeln nnd 2 Flforen im Test. (182 S.) UT 2.40. 

» IK), A.Bni?ail, Abhaodlnnf Ober 4ie8ytteme von regelmässig anfeiner 
Bbeneoder im Raum verthcfltenPnnkten. (1848.) Übers, u. heraus 
. gegeben Ton C. ;i. E. Bl a si u s. Mit 2 Tafeln. (142 S.) u(f 2.— . 

»91. G. Lejeune Dirichlet, Untersnrhnnjren über verschiedene An- 
wendungen der Inflnitesimalanaiysis auf die Zahlentheorie. (1839 bis 
1840.) Deutsch lierausgegeben von K. Hauasuer. (128 S.) iV/2. — . 

j) 93. LeonbftrdEnler, Drei Abhandlungen über Kartenprojection. (1777). 
Mit 9 Textilg. Uerausg. von A. W angerin. (78 S.) M. 1.20. 

» i03. jMepll Lovis Iia^nge*8 Znatie an Bnler^a Elementen der Algebra. 
Unbeatimmie Analysls. Ana dem F^aniSaiaeben ftberaetzt von 
A. J. Tou Oettingen, benmag. von H. Weber. (171 8.) «4^2.60. 

»107. Jakob B«n#llli, Wahrscheinlichkeitsrecbnung (Alf oomeetandi). 
(1713.) I. tt. II. Thctl. Übersetzt und herausgegeben von 
KHauaaner. Mit 1 Figur im Text. 1028.) Jf2.60. 

»108. TU. u.IV. T Ii eil mit dem Anhange; Brief an einen 

Freund über dng Ballspiel (Jeu de Paumc^ Übersetzt uud 
heran sgegehen von K. llaussner. Mit 3 Fitr. (172 >S.) »<if2.70. 

» 110. J* H* van't Uoffy Die Gesetze des chemischen Gleichgewichtes 
für den verdünnten, gasförmigen oder gelösten Zustand. Überaetst 
nnd beienagegeben von Georg Biedig. Mit 7 Figoieii Im Text. 

»lll.N»H» AMy.Abbandlnng über eine besondere Kleaee algebralaeb 
anfifobiier Qleiehnngen. Heianagegeben von Alfred Loevy. 
(50 S.) ur— .90. 

»112. An^lUltlll -Louis Cauchjy Abhandlung über bestimmte Inte- 
i?Ta)e zwischen l?n aginären Grenzen (1825.). Herausgegeben von 
P. Stäckel. ^80 ä.) M 1.25. 
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AbhaDdloDg aber bestimmte Integrale zwischen 

' imaglDären Grenzen. 

Von 

Augustin-Louis Cauchy. 



§ 1- 

In einer lK r Akademie der Wissenschaften am 28. October 
1822 vorgelegten Abhandlung, in dem neunzehnten Hefte des 
Journal de l'ficole royale polytechnique und in einer Ueber- 
sicht tiber meine Vorlesungen an dieser Schale habe ich nach- 
gewiesen j wie man in allen möglichen Fällen dazu gelangen 
kann, die Bedeutung festzustelleui die dem Zeichen 




beizulegen istf das dazu dient, ein bestimmtes Integral zwischen 
den reellen Grenzen und X darzustellen, gleid^tig welehe 
Besehaffenheit die mity(a;) bezeichnete reelle oder imaginäre 
Function besitzt Ich habe bewiesen, dass ein Integral dieser 
Art, wenn die Function f[x) zwischen den Grenzen der Inte- 
gration unendlich wird, im Allgemeinen unbestimmt ist und 
zwar so, dass es unen^ch viele Werthe zulässt, unter denen 
einer besondere Aufinerksamkeit verdient; ich nenne ihn den 
Haupt Werth. Endlieh habe ich gezeigt, dass die Betrachtung 
der Hauptwerthe der unbestimmtcH Integrale in Yerbiudnng 
mit der Theorie der singnlllren Integrale, die ich zum 
ersten Male in einer Abhandlung vom Jahre 1814 auseinander- 
gesetzt hatte, ausreicht, um eine Menge von allgemeinen Formeln 
a^ufzustellen , mittelst deren [2] man bestimmte Integrale aus- 
werthen oder doch umformen kann. Es ist meine Absicht, 

1* 
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Augustiu-Louis Cauchy. 



heute die Grundsätze, die mich bei diesen Untersuchungen 
geleitet haben, auf Iiiteg^rale zwiscjien ima^nären Grenzen an- 
zuwenden. Bekainiiricli hat der (iebraucb dieser Integrale 
Herrn Lapiare zw benu i kru^werthen Ergebnissen geführt. ') Kürz- 
lich hat uns Herr Bn-ssou gesagt, er habe sich mit Erfolg der- 
selben Integr ale und ihrer Umformung in gewöhnliche bestimmte 
Integrale bedient, um gegebene Functionen in Reihen zu ent- 
wickeln, deren Glieder ExponeTitialsrrösseu proportional sind 
mit Exponenten, die bekannte (it-setze befolgen. '^; Endlich h:it 
ein JiiTi_n ! liiisse, der mit vit'b'm Scharfsinn begabt und in 
der Anaiysis des Uuendliehkleiueu sehr bewandert ist, Herr 
Ostrogradth'j, indem er ebenfnlh zu dem Gebrauch dieser In- 
te^rrale und ihrer Umform im o' in gewöhnliche bestimmte Integrale 
seine Zuflucht nahm, einen neuen Beweis der Formeln gegeben, 
an die ich vorher erinnerte, und andere Formeln verallge- 
meinert, die icli in dem neunzehnten Helte des Journal de 
r^cole royale polytechnique vorgelegt hatte. Herr Osh-ogmdslaj 
war so freundlich, uns die Hauptergebnisse seiner Arbeit mit- 
zntheilen. "^j Allein weder diese Arbeit noch irgend eine der 
bis jetzt veröffentlichten AbliaiHÜungen libcr die versehiedeneu 
Zweige der Integralrechnung hat den (h'i\(\ der All^cmf inheit 
festgestellt, den ein bestimmtes Integral zwisehen imaginären 
Grenzen zulässt, und die Zahl der Werthe, die es annehmen 
kann. Das ist gerade die Frage, die den Gegenstand unserer 
Untersiir!ningen bilden wird. Man wird sehen, dass ihre 
LösuiiL'' \ <ni (^pr Variationsreehnnng und von der Theorie der 
singuläreu integrale abhängt und dass sie unmittelbar eine 
grosse Anzahl von Formehi liefert, die zur Answerthung oder 
doeh zur rmformuug bestimmter Integrale geeignet sind. Diese 
Formeln begreifen als besondere Fälle sowohl die schon er- 
wähnten in sieh als auch diejenigen, die einige Geometer 
kfirzlich auf anderen Wegen erhalten haben. 



festzustellen, [3] wo und X relle Grenzen sind und y(a?) 
eine reelle oder imaglnAre Fnnetion der Veränderliehen x 



§ 2. 



Um allgemein den Sinn des Zeichens 





•V 
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bezeichnet genügt es, da» durch dieses Zeichen dargestellte 
bestimmte Integral als gleichbedeutend aufzufassen mit der 
Grenze oder einer der Grenzen, «denen sich die Summe 

(2) lx,-x,)f{x.„) + {x,-x-}f{a^] + ... + {^-^-,)/{='n-,) 
nähert, wenn die Kiemente der Differenz X — 01;^, nämlich 

(3) Xq j — X^ y . . . ^ Ji. iC,J_j 

die mit demselben Vorzeichen wie diese Differenz behaftete 
Grössen sind, immer kleinere Zahlenwerthe erhalten. Um also 
mit einer nnd derselben Erklärung die Integrale zwischen 
reellen Grensen und die Integrale swisehen ima^nären Grenzen 
an umfassen, hat man durch das Zeichen 

(4) / flz]d^ 

die Grenze oder eine der Greuzen darzustellen, denen sich die 
Summe der Producte der ii'onn 



(6) 



K-^i — + »Iv, — »0)1 /K + »»0) ) 
[(*« — *i) + %! — + »».) » 



(6) 



nähert, wenn in jeder der beiden Reihen 

*0 » *t > • • • > « > ^ » 

iJa t Üi ■) y%) ' • ' } Un — i 1 ^ ) 

deren Glieder vom ersten bis zum letzten beständig wachsen 
oder abnehmen, diese selben Glieder einander unendlich nahe 
kommen und [4] ihre Anzahl mehr nnd mehr wächst 
Um zwei Reihen dieser Art zu erhalten, gentigt es 

vorauszusetzen, wo <p(t) und x{t) zwei stetige Functionen einer 
neuen Veränderlichen t sind, die von t^t^ bis I =3 7 be- 
ständig wachsen oder abnehmen nnd den Bedingungen 
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6 AogaBtm-Loais Caacby. 

genügen müäden, imd alsd&un durch 

j^o > Vi t y%9 • • • > > ^ 

di'e Werthe von w und darzustellen, die den Werthen von f 
in einer wachsenden oder abnehmenden Keihe der Form 

entsprechen. 

Macht man diese Annahme und bezeichnet mit 

A+iB 

den Weiih, der dem Integrale (4) enteprieht, ao hat man an- 
nähernd 

— = iK — K) 9>'ih) » yi — 2^0 = — <o);c'(<o) , 

— «4 = - ^) 'T'IM y — = (^^i - ^i) /(^) , 



folglich wird der imaginäre Ausdruck A iB vermöge der 
vorher getroffenen Festsetsongen im Wesentlichen gleich der 
Summe der Produete 



(11) 



- W'ih) + ix'ihM'p'A) + i/M . 
- *.) [v%) + ix'MÄvM + »>{'.)] . 



[5 1 oder, was auf dasselbe heraoskommt, gleich dem bestimmten 
Integrale 

T 



^0 

Man hat also 

(12) A + iB « / Vw + im/W [t] + m. dt , 
und wenn man znr Abkürzung 
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(14) 



A + iB 



/T 
u 




% 3. 



Denken wir uns jetzt, die Function f{x -\- iy] bleibe endlich 
nnd stetig, solange x zwischen den Grenzen x^ nnd X nnd y 
zwischen den Grenzen y^ und T eingeschlossen bleibt 
diesem besonderen Falle beweist man leicht, dass der Werth 
des Integrales (4), das heisst, der imaginttre Ansdnick 
A + iB^ unabhängig ist von der Katnr der Functionen 



In der That, lässt mau diese Functionen um die unendlich 
kleinen Grössen 



wachsen, wo f eine Zahl bezeichnet, die als unendlich klein 
von der ersten Ordnung vorausgesetzt werden soll, und wo n 
und r zwei neue Functionen von t bedeuten, die für die beiden 
Grenzen t = und t = T verschwinden müssen, so wird das 
Integral (12) oder (14) einen entsprechenden Zuwachs erfahren, 
den man nach steigenden Potenzen von e entwickeln kann. 
• Man erhält auf diese Weise eine Reihe, bei der das |6] un- 
endlich kleine Glied erster Ordnung das Prodact ist tob £ mit 
dem Integrale 



(16) / [[u + iv)[x'-{-iy']f\x+iy)-\-[u'-^iv')f[x + iy^ 



(15) 




Nun hndet man durch factoreuweise Integration 




Mithin reducirt sich das Integral (16J von selbst auf Null und 
der Zuwachs von A-J^iB auf ein Unendlichkleines zweiter 
oder höherer Ordnung. Hieraus schliesst man sofort, dass, 



I 



8 Angutin-Loiiit Cftvdij. 

wenn jede der Fanotionen x nnd y nadi einander mn un- 
endlieh kleine Grössen erster Ordnung wächst , deren Summe 
emen endlichen Zuwachs ergieht, der entsprechende Zuwachs 
von A + iB unendlich klein von der ersten Ordnung sein wird, 
das heisst null 

Man kann fiberdies bemerken, dass das Integral (16) nichts 
anderes ist als die totale Variation des Integrales (14) in 
Bezug auf die Veränderlichen x und y, wenn man diese als 
unbekannte Functionen auffasst. Witrde man mit Benutaung 
der Zeichen von Lagrange 

(17) = das , v ^ Sy 



setzeu, so würde das Integral (16) die Form 




amielimeu. 

Demnach beruht der Beweis des vorher ansgcsprochenen 
(Jnnids;itzcs alleiu auf der Bemerkung, dass die Variation des 
lutt'LTales (14) verschwindet, und das konnte man nach den 
Grundsätzen der Variationsrechnung voraussehen, da die 
Function unter dem Integralzeichen sich bei diesem Integiale 
auf ein vollständiges DiÜerential reducirt. 



[1] § *. 

Wir wollen jetzt voraussetzen, dass die Function /(o? 4- fy) 
unendlich wird fttr das Werthsystem 

das dem Werthe t = t der Veränderlichen t entspricht; 
z=sia + ib ist alsdann eine Wurzel der Gleichung: 

(19) 

Wir wollen ferner mit f die Grenze bezeichnen, der sieh das 
Produet 

[x^a + i{y — b)] f(x + iy) 



^uj ui.uo uy Google 
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nähert, wenn x sich der Grenze a und ij aich der Grenze h 
nähert. Ist 6 wieder eine unendlich kleine Zahl, so hat man 
ohne merklichen Fehler 

(20) /•=sc/{a + aH-«). 

Nennt man noch-4'+iJ5' das. was ans J + r/> wird, wenn 
die Veränderlichen x und y um die unendlich kleinen Grössen 
und €17 wachsen, so hat man 

(21J ^' + »JJ'— + 

= / [^'+ t(l/'4- tV^f\x + £W + + 

u 



-J {x+iy')f{x-\- iy) dt. 



u 

Nun ist der Unterschied zwischen den Inte^aleu auf der 
rechten Seite der Gleichung (21) immer verschwindend klein 
ausgenommen den Fall, dass x von a, y von h sehr wenig 
verschieden ist, das heisst, dass t sich sehi* wenig von r unter- 
scheidet. Man kann daher, ohne [8] diesen Unterschied zu 
ändern, an die Stelle der Grenzen der beiden Integrale andere 
Grenzen setzen, die sehr nahe an r liegen, und in Folge 
dessen die Integrale, um die es sich handelt, durch singulare 
bestimmte Integrale ersetzen. 

Wir wollen nunmehr 

(22) r s= T + 
setzen nnd die Werthe von 

für ^ = IT mit 

tf> /i * 

bezeichnen« Endlich seien X nnd /ti die beiden reellen Grössen, 
die durch die Gleichnng 

(23) ^ + 
bestimmt sind; hieraus folgt 
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10 Auguätiü-Loaiö Gauchy. 

Für sehr kleine Werthe von €w hat man im Wesentlichen - j: 

f 1 

[x' H- 1 i{y'+ £ v )]/ix 4- 6 w + i{y + ev)] = - • ^^^^^^^ i 

Nun braucht man, um die Veränderliolie / in Grenzen einzu- 
schliessen, die Yon v wenig verschieden ^d, nur w in die 
Grenzen 

1 ^ 1 

einzusohliessen. [9] Mithin ergiebt sich ans der Gleichung (21): 



(26) 



Allerdings wird das integral 



f 



w ' 

1 



in dem die Function unter dem Integralzeichen tBa w^O 
nnendlicli wird^ unbestimmt, redndrt man aber dieses Integral 
auf seinen Hanptwerth, das heisst auf Null, und setzt ausser^ 
dem e 0, so findet man 



— 00 



oder, was auf dasselbe herauskommt: 

(26) (Ä-^-iB') — + iE] = zp Jtif, 

In dieser Formel hat man das obere oder untere Vor- 
zeichen vorzuziehen, jenachdem die Grdsse fi nnd die Differenz 
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Bestimmte Integrale swiechen imaginären Grensen. 11 

positive oder negative Grössen sind, das heiast mit anderen 

Worten, jenachdem der Ausdruck 

(27) aj'« — y'u=sx'dy ^ydx 

vermöge d* r besonderen Annahme f — i einen positiven oder 
neg^ativen Werth annimmt. Wenn also die Incremente der 
Function x und ;//, nämlich i-n und «r, ihr Vorzeichen ändern, 
so geschieht dasselbe mit der rechten Seite der Gleichung (26), 
nnd nennt man 

+ iB' 

den imaginären Anadraek, der bei dieser Annahme 
ersetst, so hat man 

(28) X+ iB"— [A -i- iB) = d: jcif . 

,10] Wir möehten hinzufügen, daas in den Fönnein (26) 
nnd (28) A -j- iB nicht den allgemeinen Werth des Integrales 
(14) be^»iehnet, der wegen der vorher gemachten Annahme 
nnbestinmit ist, sondern seinen Haupt wertti. (Siehe das Werk: 
Biswmi des U^ona dofmSea ä V&ole Boyale polytethmque.] 

Ver^) ludet man die Gleichung (28) mit der Gleichung (26), 
so erhält mau die folgende: 

(29) A" + iBT — (Ä + iB) = i: 2 nif, 

in der A'-^-iB', Ä'^iB' zwei vollständig bestimmte Integrale 
bedeuten. 



§ 5. 

Die Formel (26), die wir ans der Betrachtung der singor 
Iftren Integrale herleiteten, lüsst sich anch durch , ein anderes 
Verfahren begründen, das wir sogleich angeben woUen* 
Betaen wir 

nnd denken wir nns femer, dass die Function 

(31) - 
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12 Angnstin-Lanis Cauclij. 

die dnroh einen Braeh dargestellt wird, dessen Zähler und 
Nenner bei der Annahme xsssa + ib verschwinden, alsdann 
nieht nnendlieh wird, 80 folgt ans den Gleichungen (21) 
nnd (30}: 



(32) 



A- + iE — [A + iB) 

T 

tu 



Da nun die Function m{») anch dann einen endlichen Werth 
behält, wenn man xt^a + ib annimmt, so dnd die beiden 
Integrale 



[11] ' 



(33) 



mit einander gleiehwerthig; sie stellen nämlich beide den ein- 
zigen Werth des Integrales 

^(x) dx 

dar. Andererseits ttberzengt man sich leicht, dass das üntegraT 

(34) f \ x + su+i{y'-\-er') x'+iy' 1 

^J\x^a + BU + i{y^b+Bv) x — a + i(y^b)\ 
= i l\!,x — a+ €uf J^(y-h + i vY] — \ l[[x - aj* + (3^ - hf] 

+ * 1*^^* z — ~ ^^^^ - — + «^o^st. 

zwischen (Ion ( ;rpn7en t •= nnd i = T genommen nnd auf 
seinen Hauptwerth reducirt, mit dem Prodaete 



gleiehwertfaig ist. In der That redneitt sich der reelle Th^ 
des Integrales (34), nämlich 
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t L (o: - fl)» + (?/ - J' 

da die btiden FimctioiK'ii ?^ und r an diesen Grenzen ver- 
schwinden, für diese beiden (Frenzen auf ^^(1; = 0. Was 
den Coefficienten von i in dem Integrale (34) betrifft| 30 läsät 
er sich in der Form 

^ {x — a]{x — »H- €wH- — — ft-f €V)\ 
darstellen. Non sieht man leicht, dass dieser Goefficient ein 

* 

Glied der Form q:: - in dem Integrale (34; hervorbringt^ 
wenn er zwischen den Grenzen t ^ i^, t ^ t genommen 

uird, und ein zweites Glied der i orm , [12] wenn das- 

selbe Integral zwischen den Grenzen t = r , t^T genommen 
wird. Die Summe dieser beiden Glieder ist =p Tti, nnd damit 
ist die Gleichung (32) auf die Formel (26) reducirt. 

Die Formeln, die wir soeben aufstellten, setzen voraus, 
dass die mit /' bezeichnete Constante einen endlichen Werth 
behiüty was nicht mehr stattfinden würde, wenn der Gleiclinng 
(19) mehrere Wurzeln zukämen, die dem imaginären Ausdrucke 
a-^ib gleich sind. Maclicn wir diese Annahme und be- 
zeichnen wir mit m die Anzahl der Wurzeln, um die es sich 
handelt. Es seien ausserdem A'-\- iB\ A"-\-iB" die beiden 
Ausdrücke, in die das Integral (14) übergeht, wenn die Ver- 
änderlichen X und y 1} die unendlich kleinen Incremente 
€u^ 2) die Incremente €u, — sv erhalten. Setzen wir 
endlich zur Abkürzung: 

(35) {x-a- ihY»f[z) = f{x) . 

Die Gleichung (29) muss durch die folgende ersetzt werdeu: 

(36) \ ^ t4 \P — ö — tu^Hjf — b — av)]"* 
— / (x -f €w +i{y +ev )]' i-T — .^ dL 
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AugnBtiu-Louis Caucby, 

Nun ist der Unterschied zwisclien den lntegi*aleii auf der 
rechten Seite der Gleichung (36) sehr gering, ausgenommen 
den Fall, dass die Veränderliche x sehr wenig von a und 
die Veränderliche y sehr wenig von b verschieden ist In 
diesem Falle sind die Ansdrfioke 

(87) % — a— 6«-|-«(iy — h — ev), sc— ^(z/ — h-\-ev) 

äelhät der Null äehr nahe, und entwickelt man die Functionen 

— + i(y — , f\x + «tt $(y + 

nach steigenden Potenzen der Ausdrücke, um die es sich 
handelt, so darf man, ohne zu befürchten, dass daraus merk- 
liche Fehler entstehen, in den erhaltenen Entwickelungen die 
Glieder unterdrilcken , [13 die Potenzen von einem höheren 
Grade als m enthalten. Diese üeberlegung genügt bereits, um 
die rechte Seite der Gleichung (36) auszuwertheu. Setzt man, 
um ganz streng zu sein: 

(38) f(»)i^/'(a + t&)+ ^^'''^'^^ (a^-«-'tft) + --* 

so behält die Function xs'\£\ im Allgemeinen einen endlichen 
Werth, und die Gleichung (36) ergiebt: 

^ sj(a +*^J + r[a + f d) + . . . 



— [«'4- Bu' + »(y'-h «t'')] ^ [^^ -h €t* 4- i{y 4- €'y)]} dt^ 
wobei ein Integral bedeutet, das durch die Formel 

dargestellt wird. 
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Nun verschwindet das letzte Glied der Formel (39) ebenso 
wie das letzte Glied der Formel (32). Femer lässt sich die 
Integi'ation, die in der Gleichnog [40) angezeigt ist, auBlnhren, 
nnd das bestimmte Integral, das sich alsdann ergiebt, ist 
immer Nnll, ausgenommen den Fall, dass Tnan m — ^ = 1, 
H = m — 1 annimmt. In diesem Falle findet man 

(41) == ± 27Ft. 

Man gelangt zu demselben Eigebnisse, wenn man bemerkt^ 
dass die Function nnter dem Integralzeiehen in dem Integrale 8^ 
nur dann einen merkliehen Werth hat, wenn die Grenzen 
Yon'^ nahe bei r liegen, woraus folgt, dass dieses Integral 
als ein singnläres integral an%efasst werden kann. Setzt man 
ttberdies wie in § 4 : 

SO wird die Fnnetion, um die es sich handelt, für sehr ideine 
Werthe vom e«7 so gut wie gleiohwerthig nnt dem Produete 

[14] 

1 \ a -^iß a'\- iß 



= i r ^ ^ ^ 1 

__ 1 j 1 1 

und da fttr merkliehe Weräie von 

. sw — r 
dieses Prodnct sieh mit grosser Genanigkeit anf 

(43) 1 r 1 ^1 

das heisst anf Nnll reducii-t, so schliessen wir, dass dieses 
Prodnct in der Gleichung 40) an die Stelle der Fnnetion 
unter dem Integralzeichen gesetzt werden darf. Man hat also 
mit grosser Genauigkeit: 
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(44) = (jr+ii^m=»=T {[^ _ ^ _ «(X + ift)]^-n 



dt. 



Ferner findet man allgemdn nnter der Annahme m^n^t: 

1 1 



(46) 



/i 



1 ( 1 



und da die Fnnction von t auf der rechten Seite der Gleicbiiug 
(45) für die (grenze ^ = — ^ verschwindet, so ist 

klar, dass die rechte Seite der Gleichung (44) Kall ist für 
alle Werthd von n , die unterhalb m — 1 liegen. 

Nimmt man jetzt n s» m — 1 an, so bat man einfach: 



(46J 



T ' ' 



[16] Nun tiberzeugt man sich leicht, dass 1) der reelle Theil 
des Integrales (46) im Wesentlichen verschwindet, und 2} der 
imaginäre Theil, nüuilich 



(47) 



f'\ tu + 'Ji ]dt 



sich auf 



d: 2;ri 

reducirt Man hat also 
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wo (1:l3 Vorzeichen wie in der Formel (29) bestimmt ist, und 
die GieichoDg (39) ergiebt: 

(48) iB"- iÄ'+ iB') ^ -fa 1) • 

Hieraus fol^t, dass die Formel (29) aucli in dem Falle gleicher 
Wurzeln gültig bleibt, wenn man darin die Const.uite f nicht 
mehr durch die Gleichung (20) bestimmt , sondern durch die 
folgende: 

1 • Ä • O • • • — 1) 

oder, was auf dasselbe hürauskommt, durch die Gleichung: 

/sn, f 1 • rf"- [e-Yla + + e)] 

iwj ^ — 1.2. 8. ..(«!_ 1) rf««-« ' 

» 

WO e eise unendlich kleine Grosse bedeniet, die man nach 
der AasfähruDg der Differentiationen gleich Noll zu setzen hat. 



(51) 



§ 7. 

Denken vir uns jetzt, man wolle in dem Falle gleicher 
Wnrzeln der Gleichung (19) nicht mehr den Unterschied 
zwischen den beiden Integralen Ä'+iB* nnd Ä^+iB^^ sondern 
den Unterschied berechnen, der zwischen dem ersten dieser 
Integrale und dem [16] Integrale (14) besteht. Angenscheinlich 
muss man die Gleichung (39) durch eine andere ersetzen von 
der Form: 

A' iB' (Ä iB) 
=.sj{a + ib)+^r(a-i-ib) + ''. 

+ / {[^'+ ^ * (?/ + ^ ^')] ^[x+eu + i{y + ev]] 
— (x' + iy'] m{x + iy)} dt ; 



hierin stellt ein Integral dar, das durch die Formel 

Ortwald*! ElMtiker. 112 2 
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bestimmt wird. Ferner beweist man durch Ueberlegungen, die 

den in § 6 angewandten älinlich sind, dass 

1) das letzte Glied Jtr Formel (51) verschwindet und ^ 
2] die Gleichung [ö2j durch die folgende ersetzt werden 

kann: * 



-X 



Nun hat man, wenn zunächst ?i <^ w — 1 vorausgesetzt wird: 

dt 



-1 { 1 



folglich redadrt sieh Ittr sehr kleine Werthe von e das erste 
der Integrale auf der rechten Seite der Gleichnng (53) im 
WesenÜiehen auf 

^^^^ m — n — 1 [{r— r)'«-'»-» (<, — r)«»-'*-*]^ ' 
[17J Was das zweite Integral 

P dt 

betrifit, so ist es gleiehwerthig mit der Summe 

dt 

deren beide Theile unendliche Grössen mit demselben Vor- 
zeichen darstellen, wenn m — n eine gerade Zahl ist, aber 
onendliche Grössen mit entgegengesetztem Vorzeichen, wenn 
7)1 — n eine ungerade Zahl ist. Folglich wird das Integral 
(55) und der Werth ven nnendUeh in dem ersten Falle, 
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mibeatuQiiit in dem swdten« Da femer der Hanptwerth des 
Integrales (55) im Wesentlielieii gleieh 

f^"* dt f'^ dt 

isi, so sieht man, dass in dem ersten Falle dieser Hanptwerth 
Bich sehr wenig von dem Bmehe 

nnterseheidet, wShrend in dem zweiten Falle derselbe Werth 
gleich dem Produete [54J und der entsprechende Werth Ton 
gleich Null ist. 

Nimmt man endlich n=^m — 1 an und reducirt wiederum 
das Iniegial (55] aul' seinen Hauptwcrtli, äo findet man 

* 

wo das Zeichen — oder -f- zu wählen ist, je nachdem die 
Grusse ^ti positiv oder negativ ist. 

Aas allen diesen Rechnungen folgt, dass 

1) der Werth des Unterschiedes Ä iB' — [A-\- iB) 
[18] unendlich gross ist, es sei denn dasa in Folge der Be- 
schaffenheit der Function /(« + iy) auf der rechten Seite der 
Formel (51) alle Glieder verschwinden, in denen der Index. » 
des Bnohstabena s gleieh einer der Zahlen 

m — 2 , m — 4 , m — 6 , ... 

ist, das heiaat, es sei denn, dass man 

I/'C'»-«)(a + i6) == 0 , 
+ ih) « 0 , 

hat, 

2) dass man, wenn die Bedingungen (59) erfüllt sind: 

(60) A'^iS^^(A^iB)^^7ti ^^^^^^^^_^^ 

2* 
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erhält, ToranageBetzty daas darch Ä + iB nicht der aUgemeine 
Werth des Integrales (14) dargestellt wird, der vermöge der 
Annahme, die wir machten, unbestimmt ist, sondern sein 
Hatiptwerth. Wir möchten hinsuffigen, dass man, um die 
Qleiehnng (60) ans der Gleichung (26) heizuleiten, nur anzu- 
nehmen hraucht, die Constante f in der letzteren sei nicht 
mehr durch die Formel (20), sondern durch die Formel (49) 
oder (50) bestimmt. 

§ 8- 

Wird der Bruch /{x -\- iy) für mehrere Systeme von 
Werthen der Veränderliclion x = (f>{t) und y= y(_[t) unendlich, 
die innerhalb der Grenzen = 2C,, , x = X, y z= y^^^ y z=z Y 
liegen , so sind die entsprechenden Werthe von = x-{- iy 
eben so viele Wurzeln der Gleichung (19). Bezeichnen wir 
diese Wurzeln mit und mit l\ , /\y ... die ent- 

sprechenden Werthe der Constanten die durch die Gleichung 
(20) oder durch die Gleichung: (49) bestimmt ist. Verfährt 
man wie in den Paragraphen 4 uud 6, so gelangt man augen- 
scheinlich nicht zu der Formel (29), * sondern zu der folgenden: 

(61) T-^iB*'— (^'+ iB') = ±2ftif^ rfc 2?ri/; ± ... . 

Ferner wird der Werth des Integrales (14) unbestimmt, wenn 
die Gleichung (19) nur einfache Wurzeln hat oder gleiche 
Wurzeln, [19] bei denen jedoch Bedingungen eifüUt sind, die 
den Bedingungen (59) gleichen, und wenn man bei der einen 
oder der andern Annahme das Integral, um das es sich handelt, 
auf seinen Hauptwerth reducirt. so findet man, indem dieser 
Werth mit A-^iB bezeichnet wird: 

(62) A'+iB' — {A-\- iB] = zp ^'^fi =F ^if% ^ • • • 

Hat endlich die Gleichung (19) gleiche Wurzeln, und sind die 
Bedingungen (59) für diese seihen Wurzeln nicht erfüllt, so 
wird der allgemeine Werth und der Hanptwerth des Integrales 
(14) unendlich, und man muss dasselbe von der Differenz 

j!j^iB'^{A + iB) 

sagen. Das wird im Besonderen immer dann eintreten, wenn 
die Gleichung (19) gleiche Wurzeln in gerader Anzahl hat 
In der That, denken wir uns, m bezeichne eine gerade Zahl 
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und die Gleichnng (19) besitze ni Wurzeln . die crleich dem 
imaginären Aiisdrncke a + ih sind. Bestimmt man dann die 
Function fix) mittelst der Formel (35), so hat die Constante 
f[a -|- ih) notiiwendig einen von Null verschiedenen Werth, 
und es kium mithin die letzt« der Bedingungen (59), nämlieli 

f[a + ih)l^[0, 

nicht erfüllt sein. 

Betrachten wir, um den im Vorhergehendeu ausgesprochenen 
Grundsatz durch ein Beispiel zu bestätigen ^ das imaginäre 
Integral 

/'+•■ ^Ij^ 

in dem 

ist, und bezeiebneiL irir mit 

A + iB 

den Werth, den man für dieses Integial erhält, wenn 

gesetzt wird. [20] Da die Gleichung (19) sich in diesem 
FaUe auf 

+ = 0 

redncirt, so werden zwei Wnrzeln dieser Gleichung gleich 
Null und entsprechen dem Werthe I 0. Man hat ausser- 
dem offenbar 

(64) ^^^B^T^iCw^tm 

^ 1 / dt 2idt \ 

Nun ist Ton den beiden Integralen auf der rechten Seite der 
Formel (64) das erste, nämlich 

r*'dt 

./_, C-' 

gloieh der Summe der beiden folgenden: 
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dt r^^dt 

nnd hat demnach einen unendlichen positiven Werth. Mitiiin 
hat das Integral (64) auch einen unendlichen Werth. 

§ 9. 

Wird / auB den Gleichungen (7) eliminirt, so erhält man 
eine Gleichnng der Form 

(65j F[x,y]=0, 

und nimmt man an, dass x nnd y rechtwinklige Ooordinaten 
darstellen, so stellt die Gleichnng (65) eine Onrve dar, die in 
der Ebene der y zwischen den beiden Punkten [x^ , y^ nnd 
(X, Y) gezogen ist*). [21] Denken wir ans ansserdem, dass 
die Functionen x^ €p(t) nnd y =^ die Bedingungen er- 
füllen, die wir in dem § 2 angaben, nämlich beide von 
bis ^ s 7 wachsen oder abnehmen. Bei dieser Annahme wird 
der Werth von y^ den man aus der Gleichung (65) entnimmt 
und der als Function von x bestimmt wird, im Allgememen 
von x^x^ hiB x^ X wachsen öder abnehmen, und die 
Curve (65) wird innerhalb eines Bechtecks liegen, das von 
vier« den Azen parallelen Geraden gebildet wird, nämlich den 
Geraden, die als Gleichungen 



(66) 



X • - X^ , «17 j 

2/ = 2/o » y^Y 



haben. 

Jetzt erkciiut in.iu, dass Jede besondere Form der Function 
F[x^ y) eine besondere Curve und einen entsprechenden Werth 
dea Integrales (4) liefert. Man miiss sogar bemerken, dass 
diese Function ihre Ik'sclialfenheit ändern kann, wenn x variirt, 
und in Folge dessen die Curve F{x^ y) = 0 in ein System 
von geraden oder krummen Linien übergehen kann, das vom 
Punkte (a-ß, y^) ausgeht, um im Punkte LY, Y) zu endigen. 
Alsd.uin entspricht jeder der Linien, um die es sich handelt, 
ein Integral, duü dem Integrale [14: j äiiüiicii ibt, in dem aber 



*) Zur Abkiiizuug bezeichnen wir Punkte mittelst ihrer 
in ParenthesoD eingegchlosseneu (*oordinateu und gerade oder 
kmmme Linien mittelst ihrer Gleichungen. 
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die extremen Werthe von x nnd // die Coordiimten der beiden 
•Extreniitäten dieser Linie (l.irstellen. Will man, dass eine 
der fraglichen Linien sich anf eine Oerade redncirt. die vom 
Punkte (§Qy r]^) nach dem l^unkte ; r) gezogen ist, so brandien, 
damit man das entsprechende Integral erhält, x und // nur 
der Bedingung unterworfen zu werden, daas die als Functionen 
von t aii%efasst der Gleichung 

(67) 1^ ^ 

genügen, und aladann hat man nach t zwischen solchen Grenzen 
zu integriren, dass die extremen Werthe von x nnd y 
sich anf nnd rj^, § und tj rednciren. Man kann zam 
Beispiel 

(68) i - = ?o + (^-?J^ 

nehmen. [22] Alsdann wird das Integral in Bezng anf i: 

i 



Srtzt man in diesem Integrale nfirh einander die Veränder- 
lichen X und ?/ an die Stelle der Veränderlichen so erhält 
es die folgenden Formen: 

Ist endlich die Gerade, die man betrachtet, der :r-Axe 
parallel, so hat man 9^=1^0} wodurch das Integral (70) sich auf 

(72) rf{x + irj)dx 

*• ■ 

redncirt Ist 1^ dagegen der ^-Aze parallel, so hat man 
I =s nnd findet, dass das Integral (71) sich anf 



redncirt 
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Denken wir uns, dass allgemein eine der Linien, die 
zwischen dem Punkte (a;^, y^) nnd dem Punkte {X, Y) ge- 
zogen sind, sich von dem Punkte (§^y r^^) bis zu dem Punkte 
iS} ^] erstrecke. Hat diese Linie znr Qleichang 

(74) y=.iplx), 

60 lässt sieh das entsprechende Integral unter der Form dar- 
stellen: 

(75) r il + » «Z'' + » («)] dx . ' 

Hat dagegen diese Linie znr Gleichung 

(76J -c^ipi^y), 

[23] 80 ist das Integral (75) durch das folgende m ersetzen: 

(77) / W{3y) + ^]f\}p\jy) + mdy* 

§ 10. 

Das System der Linien, die zwischen den Funkten (a;^, y^) 
und LY, gezogen sind, lässt sich auf die Verbindungsgerade 
dieser Funkte reduciren oder, was dasselbe ist, auf die Dia- 
gonale des Rechtecks, das von den Geraden (üGj gebildet 
wird. Den Wertli des Ausdruckes (14), der dieser Diagonale 
entspncbt. wollen wir den mittleren Werth des Integrales 
(4j nennen. Dieser mittlere Werth ist offenbar dem Aus- 
drucke (69) ähnlich und wird dargestellt durch das Integral 

(78) / [2C-«,+i(ir-j,,)]/[(a!.+,>,)(l-<)+(Z+<r)<]<j<. 

Betzt man an die Stelle der Diagonale des soeben er* 
wähnten Rechteckes 

1) das System der Geraden 

die mit zwei Seiten dieses Rechteckes zusammenfallen, 

2) das System der Geraden 

(80) x^x,, y^Y, 
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die mit den beiden andern Seiten zusammenfallen, so erhält 
man in dem einen und in dem andern Falle statt des Inte- 
grales (78) eine Summe von zwei Integralen, die den Inte- 
gralen (72) und (73) ähnlich sind. Die beiden so gebildeten 
Summen, nämlich 



[24^ wollen jwir die extremen Werthe des Integrales (4) 
nennen. 



Denken wir uns jetzt, man wolle die beiden Werthe des 
Integrales (4) mit einander vergleichen, die zwei sehr nahe 
bei einander liegenden geraden oder krummen Linien ent- 
sprechen oder, was auf dasselbe herauskommt, zwei wenig 
verschiedenen Functionen* die nach einaTidf r für die Function 
F{x^ y) eingesetzt werden. Vermöge des Grundsatzes, der in 
dem § 3 aufgestellt wurde, sind diese beiden Werthe einander 
gleich, wenn die Function J\x -\- iy) für die Werthe der Co- 
ordinaten y, die zu den Punkten auf den betrachteten 
Cur^ on oder zwischen diesen selben Curven gehören, niemals 
unendlich wird. Findet das Gegentheil statt, ereignet es sieh 
zum Beispiel, dass Punkte zwischen den beiden Curven reelle 
Grössen zu Coordinaten haben, die in gewissen Wurzeln der 
Gleichung (19) enthalten sind, so wird der Unterschied zwischen 
den beiden Werthen des Integrales (4) durch die Formel (61) 
bestimmt Gehören endlich gewisse Wurzeln zu Punkten, die 
auf den beiden Curven liegen, so wird der Unterschied zwischen 
den beiden Werthen des Integrales (4) entweder unendlich 
oder unbestimmt. Wir möchten hinzufügen, dass in dem 
letxten PaUe die Formel (61) ihre Gültigkeit behält, wenn 
man fÄr die Integrale, die durch A'-^iB' und J!' + iB" 
dargestellt werden ^ ihre Hauptwerthe einsetzt und die Con- 
stanten /*, , ... , die den betrachteten Punkten entsprechen, 
auf die Hälfte redueirt 



(81) 




(82) 




§ 11. 
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Es ist unerlässlich daran zu eriimern. dass in der Formel 
(61) das Yorzeicheu vor jedem Frodaete der Form 

(83) 27tif oder Trif 

— oder + ist) jenaehdem die Differenz (27) einen positlr^n 
oder negativen Werth hat. Wenn man, nm etwas Bestimmtes 
festzusetzen, annimmt, dass t,i<^T ist, so Ifisst sich die Diffe- 
renz (27) dm*ch die folgende ersetzen: 

(84) dxöy — dyöx. 

[25] J^un überzeugt man sich leicht, dass diose Differenz für 
alle Punkte zwischen den beiden Curven da.ssriiu Vorzticln'U 
behält, so lange diese sich nicht gegenseitig durchsclineiden. 
Folglich müssen bei dieser Annahme alle Producte der Form 
(83) dasselbe Vorzeichen erhalten. Nimmt man zum Beispiel 
an, dass r <' X , fr, <' Y und die ÜrdiiuiTe der zweiten Curve 
kleiner als die Ordmate der ersten ist, dann hat man, wenn 
^'4- "nd :4"-f- ?7?" die Werthe der Integrale ^4 in Bezug 
auf die erste und aui^ die zweite Curve bezeichnen: 

X+ ii?"— (J'+ iE'] = 27ii[[^ -1- + . , .) , 

oder was auf dasselbe heranskommt 

(85) iE ' := ^'-h iE' + 27ri(/; -f- /'^ H ) . 

Man hat übrigens in der Formel ^85) die mit A! -\- iE' und 
Ä' -f- bezeichneten Integrale jedesmal auf ihre Haupt- 
werthe zu reducireu und die Constanten ... »iurrh 

■JA? ••* 2" ersetzen, sobald diese Constanten Punkten 

entsprechen, die auf einer der beiden Curven liegen, und so- 
bald die Integrale Ä-^-iE' and nicht UBendlich 
werden. 

Wollte man von einer gegebenen Corre zn einer andern 
Itbergehen, die ihr nicht nahe benachbart ist, so würde es 
ansreichen, sich eine dritte bewegliehe und in ihrer Gestalt 
veränderliofae Curve zu denken, die man nach einander und 
zn zwei verschiedenen Zeiten mit den beiden festen Gnrven 
zusammenfallen lässt. Diese Ueberlegulig ermöglicht es, den 
Unterschied zwisehen den Werthen des Integrales (4) bezilglieh 
der beiden festen Ooriren zn bestimmen nnd zu beweisen, 
dass 
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dieser Unterschied (wenn er einen endlielien 
Werth behält) gleich der Snmme der Glieder der 
Form 

± 2nif 

ist, die den Punkten zwischen den beiden Curven 
ents^P'rechen, und der Glieder der Form 

dz jvif, 

die den Punkten auf einer von ihnen entsprechen. 

Der Yorstehende Lehrsatz gilt auch fttr den Fall, daes 
man eine jede der Curven durch ein [26] System Ton geraden 
oder krummen Linien ersetzt, die einen ümriss (contonr) bilden, 
der vom Punkte (u:^, y^) ausgeht und im Punkte (X, Y) endigt, 
und er besteht auch noch dann, wenn solche Umrisse nicht 
in dem Rechtecke enthalten sind, das die Geraden (66) bilden. 
In diesem Falle liefert jedes System von geraden oder krummen 
Linien noch immer eine Summe von lutet^-raleu , die dem In- 
tegrale (14) iihulicli sind. Aber diese 8umme würde nach 
den getrofl'enen Festsetzungen aufhören, einen besonderen 
Werth des Integrales (4) darzustellen. 



§ 12. 

Bestimmt man mit Hlllfe der GnmdsätKe, die irir soeben 
entwiekellen, den üntmchied ewischen den beiden Summen 
(81) und (82), das helsst| zwischen den extremen Werihen 
des Integndes (4), so findet man in dem Falle , dass dieser 
Unterschied einen endlichen Werth behalt: 



(Ö6) 



/ /{x+iy^jdx+il /{X+iy]dy 

= I A^+iy}dx+i I f{x^+iy]dy+2/iHf^+f^+"')^ 

wo sich die Glieder f\, f^, ... auf diejenigen Wurzeln der 
Gleichung (19j beziehen, bei denen die reellen Theile zwischen 
den Grenzen und und die Coefficienten von i zwischen 
den Grenzen und Y liegen. Greift man irgend eins dieser 
Glieder heraus, so muss es, wie wir hinzufügen möchten, auf 
die Hiüfle redncirt werden, wenn in der entsprechenden Wursel 
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der reelle Theil mit einer der Grössen nnd X oder der 
Coefficient von i mit einer der Grössen und Y zusammen- 
fällt. Bei derselben Annahme müssen diejenigen Integrale in 
der Formel (86), die unbestimmt werden, avf ihre Hanptwerthe 
rednelrt werden. 

Setzt man znr Abkürzung: 

(87) -^==2/rn/-,+/;+--0r 
so wird die Gleiehong (86): 

[27] ( r"" 

J fi^ + m) dx + ij f[X + iy) dy 

(88) < ' 

= f[x + iY)dx + i / fix^+iy) dy + ^. 

Die Gleichung (88) ist mit einer der allgemeinen Formeln 
identisch, die ich in dem Journal de l'£)cole royale Polyteeh- 
niqne und in dem Bulletin de la Soci^t6 Philomathique vom 
KoTember 1822 gegeben habe. Sie gilt nicht nur für reelle, 
sondern auch ftix imaginäre Werthe der Function y(a;) nnd 
lässt sich stets durch zwei reelle Gleichungen ersetzen, die 
man erhält ^ indem auf beiden Seiten 1) d^e reellen lliefle 
und 2) die Coefficienten von * einander gleich gesetzt werden. 

Um jede Ungewissheit Aber den Werth der bei der Kech- 
Bung gebrauchten Zeichen zu vermeiden, hat man, wie wir 
hinzufügen möchten, in der Gleichung (88) die Function f{x) 
in der Weise zu wählen, dass der Ausdruck f(x + iy) stets 
einen einngen Werth besitzt und ftlr alle WerIJie von x und 
innerhalb der Grenzen der Integration vollständig bestimmt 
bleibt 

Diese Bedingung lässt sich auch in dem Falle erftlllen, 
f{x iy) Logarithmen oder irrationale Potenzen ver- 
änderlicher Grössen enthält, das heisst Ausdrucke der Form 

(89) (u + ivty l(u + iv), 

wo n eine reelle Grösse bezeichnet, während u und v zwei 
reelle und bestiiumte FunctioneTi der Veränderlichen x und ?/ 
sind. In der That js^enügeu die Ausdrücke 89; der erforderten 
Bediugung, wenu die Grösse u für alle Werthe von x und ?/ 
innerhalb der Inteerationsgrenzen positiv bleibt uud man sich 
den Verabredungen anschliesst, die wir in dem Gours d' Analyse 
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alg^rique und in den vorhergehenden Abhandinngen getroffen 
haben 

Nach diesen Verabredungen dient das Zeichen - 

dazu, (abgesehen vom Vorzeichen) den [28^ kleinsten Bogen 
zu bexeiehnen, dessen Tangente gleich ist, nnd die Zeichen 
(89) dienen dazu, die imaginären Ausdrüoke darzustellen: 

(«* + J^cos |fi arclg + i sin |^ arctg -^jj , 

V 

^/(m* + v^] + i arctg ~ • 
Man kann anch dem Zeichen 

in dem Ä und beliebige Grössen bezeichnen, die Bedeutung 
einer eindeutig und vollständig be.stimmteu Function geben, 
vorausgesetzt, dass die veränderliche Grüase u einen positiven 
Werth besitzt. In der That hat man bei dieser Annahme 
allgemein 

nnd wird natnrgemllss äaf die Formel 

geführt, die genügt, um die Bedeutung des Ausdruckes auf 
der linken Seite vollständig festzustellen. Setzt man im Be- 
sonderen u = Qj so findet man für positive Werthe von v: 

(»i;)A+*> = e^-'C'")- ~2"i" jcos j^y Ä -h -i- *sin /. -j-^a^^t'jjj 

und für negative Werthe von v: 

(i«;)A-^<i"=e^<C-«^)+5/«|co8[|-A-^^(-v)j-isin[^^ . 

Verschwindet die 1 um ti^a f(^-{- i'y) für x =■ oo bei be- 
liebigem ijj so erhält mau iür 
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[29] 0^0=0, X^eo, »o*=0, Y^b 
aus der Gleichung (ÖÖ); 

(«0) //[x- + ib)dx = //Mda? - iff[iy)dy - ^. 



Setzt mau hierin 



WO t» eine beliebige Zahl bezeiehnet, so ergeben eicb. zwei 
reelle Gleiehnngen, die als dnen besonderen Fall eine Formel 
Ton Herrn Laphce enthalten nftmlieh 

(91) /* e-^* cos 2bxdx^ e"^' f e-'^^dx = 4 e'^' . 

V 0 t/o 

Verschwindet die Fuuction J\x + iz/} für y = oo bei be- 
liebigem 0;^ so erhält man für 

a;«^0, X^aj y^ — O^ Y^oo 

aas der Gleichimg (Ö8): 

(92) ff{x) äx = J^ ipj(a + iy) -f(iy)] dy . 



0 

Setzt man hierin 



WO h eine positive GrOsse bezeiebnet, nnd sebreibt alsdann 

X 

anf der reohten Seite statt so liefert diese Gleiohnng 

das Mittel, um die Integi-ale 

/ (fix) eonbx dXj 1 (p ix) sin bx dx 
[30] in andere Integrale der Form 

dx 



umzuwandeln. Bei beträchtlichen Werthen der Zahl b genügt 
es, nm sehr angenäherte Werthe dieser letzteren zu erhalten, 
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dasB man die Functionen V^j'yj Eeihen entwickelt, die 

nacii öteigendcii ganzen oder gebrocheneu Potenzen des Ver- 

hältnuises — geordnet sind. Man hat dann nur noch Integrale 

zu berechnen, die den von Herrn Legendre mit dem Biicli- 
staben V bezeichneten ähnlich sind, das heisst, von der 1^'orm 



r(n) = ( a;»-* e'^ dx , 



nnd die fflr ganze Werthe von n dnreh die Gleiebiuig 

r[n) = 1.2.3 ... (n — Ij 

bestimmt sind^). Die Bemerkung^ die soeben gemacht wurde, 
ist sehr ntttzlich in der Theorie der Wellen, wie ich in den 
nenen, meiner Preisarbeit hinzugefügten Koten geseigt habe*). 

Verschwindet die Function f\p6 -{-iy) £Br x s=s dr oo bei 
beliebigem yy so erhält man für 

a;j== — oo, X = + oo, ^0 = ^» Y=h 
ans der Gleichung (88) 

fix + ih) dx=J f[x) dx — J . 



— ao — ao 



Nimmt man znm Beispiel 

/(x) = (6 - ixf e'^' , 

[31] wo a eine rationale oder irrationale Zahl bezeichnet, so 
wird ^ = 0, und man erhält eine Formel, die ich in dem 
Bulletin de la Sociale Philomathique gegeben habe nnd die 
die Gleichung (91) als besonderen Fall enthält 

Verschwindet die Function f(x + ilf) für = oo bei be- 
liebigem y und für y — oo bei beliebigem u;, so erliäii miiii für 

«^ = 0, X = 00, ^0 = 0, r:=oo 

ans der Formel (88}: 

(94) ff(x) dx = i f f{iy) dy + J. 



^uj ui.uo uy Google 



82 Aiigii8tiii»Loiii8 Ganohy. 

Ton den Ergebnissen, ^e'^e letztere Gleichung liefert, nennen 
wir die, welche man erhält, indem {üi f{x] eine Fnnclion der 
Form 

gewählt oder auch 



gesetzt wird. Die Gleiehnng, zn der man bei der letzteren 
Annahme gelangt, nämlich 



«»)X(--'-ri.)?-y.(--i^)^ 

bietet unter einer neuen Form ein Integral, das nach einer 
Bemerkung yon Euler dazn dienen kann, eine grosse Menge 
anderer Integrale zn berechnen ^^). 

Verschwindet die Function /{x + für x == — oo bei 
beliebigem y und f tti ^ = oo bei beliebigem so erhält 
man für 

a?o— — 00, 2: = 0, Vo — Oj r=aoo 

[32] aub der Gleichung (88): 

(96) ff{x}dx^ — i ff(iy) dy + J. 

Verbindet man diese letztere Formel mit der Gleichung [94], 
so lassen sieh daraus bemerkenswerthe Ergebnisse ableiten. 
Setzen wir zum Beispiel 

wo r lind a zwei positive Grossen bezeichnen, Ton doTien die 
zweite kleiner als die Einheit ist. Da man die Function ^(a;) 
in der Form 

darstellen kann, so ergiebt sich aus der Gleichung [94] : 
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wo J' ein besonderer Werth der Constanten /I ist. Wird 
dagegen die Fanction /(x) in der Form: 

(— if (— 5C + irf 
daigestellt, so erhält man ans der Formel (96): 

* ip[x) ^ — i p ip [iy) 



ff 
I 



WO eine von yerschiedene Oonstante ist. Addirt man 
jetzt die Gldchnngen (97) nnd (98) nnd beachtet, dass die 
beiden Prodnete 

[83] flieh fitr y > r anf die Anfldrttcke 
nnd far ^ <^ f auf die eine Grösse 

reduciren, so ergiebt sich, indem noch y durch x r ersetzt 
wird: 



» 



s= 2 sinaTT «y (f [i{r -|- sc)] dx + J'+ J '\ 
Darob dasselbe Verfahren erhftit man bei der Annahme 



•'^ ' (r ixj^ ilr + i«) 

die Formel 



(100) y_ 



(f{x)dx 



[r -|- txj^ /[r 



00 



_ f TT cosa/r+sina/r • ^(u;) . . _ _ , , 



0 

Oftwald*! KlMsitor. 112. 
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Man könnte noch eine grosse Anzahl Ton Fonneln der- 
selben Art anfstellen. Unter ihnen wollen wir die nennen, 
zu der die Annahme 

^ f ^ 

-^v^f {r-^ixfil{r-i-ix)f 

fiDhrt; a nnd b bezeiehnen zwei reelle Grossen, von denen die 
erste kleiner als die Einheit ist. 

Setzt man in der Gleichung [99] naeh einander 

[84] wo h und .<? positive Grössen bezeichnen, so verschwinden 
die Constanton J \ und es ergeben sicii die Formeln 

r . . ,a dx = 2 sinanr -e"^^ 1 x'^ e'^^ dx 

= 2 6"- ♦ e-'' r(l — a) . sin a/r , 

/+* dx /»• dx 

/ — . • a i ^ = SsinaTT / — -T 



==2(r + sin a;r/* 



[l-i-xf 



Diese letzteren lassen sich vermöge der bekannten Eigen- 
schaften der I -Function folgendermaassen schreiben: 

(r + t^)^* r(a] 

und: 

dx 



(102) / 



(r + ta;)« (5 — ia;)^ — v -r -/ ^^^^ 



Differentiii-t man sie wiederholt nach der Grösse r, so erkennt 
man, dass sie auch in dem Falle gelten, wo der Exponent a 
grösser ah die Einheit wird. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Gleichungen (99), 
(100), (101), (102) etc. auch für imaginäre Werthe der Con- 
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stanten a nnd b bestehen bleiben, vorausgesetzt dasä die In- 
tegrale in diesen Formeln endliche Werthe behalten. 

Tdraehwindet die Fnnelioii f{x +iy) Dbr 3= db oo bei 
belieUgem y und f fir s oo bei beUebigem Xj so erbSli 
man für 

a:j = — oo, A = oQ, ^«==0» r=cx) 
allgemein ans der Gleiehnng (88): 



Auf den rechten Seiten der voriiergehenden Forint' In be- 
steht die durch dargestellte Snmme nur aus Gliedern, die 
sich theils auf die reellen Wurzeln der Gleichung '19), theils 
auf die imaginilren Wurzeln mit einem positiven Coofficienten 
von i beziehen. Da man ferner, um diese Formeln zu er- 
halten, die Integrale nach von ^ = 0 an zu nehmen hat, 
so folgt daraus, dass man nach Bestimmung der den ver- 
schiedenen Wurzeln entsprechenden Glieder, wozu die Formel 
(87) dient, diejenigen auf die Hälfte reduciren muss, die sich 
auf die reellen Wurzeln beziehen, das heisst auf die Wurzeln, 
bei denen der Coefficient von i null ist. 

Die Formeln (103) und (104) reduciren, wie man sieht, 
die Bestimmung der Integrale, die sie enthalten, auf die Er- 
mittelung der Wurzeln der Gleichung (19), bei denen der 
Coefficient von i positiv ist. Sie liefern die Werthe von fast 
aßen bestimmten Integralen, die bekannt sind, und dazu eine 
grosse Anzahl andrer, unter denen die hervorgehoben werden 
mögen, die ieh in dem 19. Hefte des Jonmal de Tl^cole royale 
Polytechnique, in der Uebersicht der an dieser Sohnle ge- 
haltenen Vorlesungen und in dem Bulletin des Seienees vom 
April 1825 angegeben habe. 

Es ist wichtig zu bemerken, dass in dem Falle, wo die 
Gleiehnng (19) reelle Wurzeln bat, die Integrale (103) und (104) 
zu denen gehören, deren allgemeine Werthe unbestimmt bleiben. 
Diese Integrale mttssen jedoch nach den Grundsätzen, die in 



[36] 
(103) 




— 00 



oder, was «uf dasselbe herauskommt: 



(104) 




8* 
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den Torheigehenden Paiagraphen angestellt wurden, anf flire 
Hanptwerthe redneirt werden« Es ist übrigeng leieht, diese 
[86] Hanptwerthe in bestinunte Integrale zn verwandehi, bei 
denen die Funetionen nnter dem Integralzeichen anfhdren, 
tlkt besondere Wertbe der VerSnderlicben x nnendlioh gross 
zn werden. 

Femer möge bemerkt werdeu, dass in mehreren Fällen 
die Qleicbung (19) unendlich viele Wurzeln hat. Alsdann ist 
die mit ^ bezeichnete Summe, wenigstens im Allgemeinen, 
ans einer unendlichen Anzahl von Gliedern zusammengesetzt, 
und es findet sich folglich jedes der Integrale (103) und ^104) 
durch die Sunmie einer unendlichen Reihe dargestellt. Es 
wird sich jedoch oft ereignen, dass entweder die meisten 
Glieder der Reibe wegzuwerfen sind, weil sie zu \A urzeln ge- 
}i<»ren, in denen der Coeflieient von / negativ ist. oder dass 
die meisten Glieder zu je zweien gleich und von entoregen- 
gesetztem Vorzeiclien siud, oder dass die Summe der iieihe 
leicht durch die Methode bestimini werden knun , die wir in 
dem Paragraphen 13 angel)eu werden. Ist eine dieser Be- 
dingungen erfüllt, so behalten die Gleichungen (103) und fl04) 
die Eigenschaft, in endlichen Ausdrücken die Werthe der in 
ihueu enthaltenen Integrale zu liefern. 

Kndlich kann es sich ereignen, dass die Gleichung (19) keine 
Wurz< In bat, in denen der Coeflieient von i positiv oder Null 
isl. in diesem Falle reduciren sich die Integi'ale (103; und 
(104) auf Null. Zum Beispiel hudet mau, wenn 6, r, ä 
positive Grössen bezeichnen: 



p-^^ dx /•■^" dx 

Verbindet man die Gleiehnng (105) mit der Gleichung (101), 
80 erhält man: 



[37] 
(107) 



j '/o 2 2/ (a) 

\ t/o 2i 21 (a) 
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Ich habe diese letzteren Formeln am Anfange des Jahres 
1815 in einer Abhandlung gegeben, wo sie auf die Umwandlung 
der endlichen Differenzen der positiven Potenzen in bestimmte 
Integrale angewandt wurden und für die die Herren Laplace^ 
Legendre mid Lacroix zu Berichterstattern ernannt wurden 
Diese Umwandlung kann übrigens vorgenommen werden, indem 
man entweder die Formel (101) benutzt oder eine andre, ihr 
gleiehwerthige, die von Herrn Laplaee gegeben worden ist. 

Aus der Verbindung der Formeln (102) und (106) ergiebt 
sich noch: 



(108) 



(r — ia?)-«+(r-f »a;)-* («— *ic)-^+(«-|-i^ 



f. 

^ 2 ''^'^ riajfib} 



0 2 2 



2 i 2% 



dx 



Wird in den Formeln (103), (104) und in denen, die daraus 
abgeleitet werden: 

(lOO) x — \;gp 

gesetzt, so erhält man neue bestimmte Integrale in Bezug auf 
^e YerAnderliche die zwischen den Grenzen — — y , 

|> = + ^ oder = 0 und = ^ zu nehmen sind. Verfährt 

man in dieser Art, bezeichnet mit (p{^) eine [38] reelle nnd 
rationale Function der Veränderlichen x nnd wählt 

s= COS*J> • ^ (P *^COS|>) , 

80 läSBt sich das integral (104) auf das folgende zttrtlckführen: 

Dieses letztere föUt mit einem der Integrale zusammen, die ich in 
der Abhandlung von 1814 (zweiter Nachtrag) vorgelegt hatte. 
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Setzt mau ebenso zur Abkürzung 

111) tt — g , « 2^ , 

so bestimmt man obne Hohe die Warthe der Intagiale: 

7t H X 

p2 /*2 fl 

112) J uleospdp, J ulfonpdjy, J^ult^pdp, 



U. 8. W. 

Im Besonderen findet man für Wertke von r innerhalb 
der Grenzen — 1, 1: 

39] £ 



71 



117) r ""^^^ itgi^r <<j. ^ fi - (^11 , 



u. s. w. 
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Nimmt man dagegen fflr r eine reelle Grösse, deren 
numerischer Werth die Einheit üherschreitet, so findet man: 

(121) f r"'^^, j>rfi>=i^(i+-i. 

^ 1 — 2rcosi?-l-r«^*^^ ^ 4cosia7i;L V+1/ 

n. s. w. 

Wird ferner in den Gleicbnngen (107) und (108) r s= 0 
oder r = 1, ^ = 1 und o; = tgj? gesetzt, so leitet man sns 
ihnen ohne Mflhe mehrere bemerkenswerüie Formeln ab, Ton 
denen ich die folgende erwfthne: 

[40] ü 

(123) /J(coB|.)'*'^-eeB(*-a}j,. äp^^, ^^TRT^ ' 
Diese letztere lägst sich durch die Gleichung ersetasen: 

die för reelle und !?ogar för imaginäi'e Werthe der Constanten a 
und b bt' steht, vorausgesetzt, dass das Intesri'al auf der linken 
Seite nicht unendlich wird. Nimmt man, um etwas Bestimmtes 
festzusetzen, etwa & = so findet mau 

(125) (coBj»)« 1 di* = -2^ws-^ , 

WO der Werth von S durch die Formel gegeben wird: 

(126) S=[j]V«-co.^dx] V[/V.-''ria^^d^]*. 

Nachdem man ans den (lleicliiiuu^en 103) und (104) eine 
grosse Anzahl besonderer Formeln hergeleitet hat, kann man 
daraus neue Formeln gewinnen, indem man nach den will- 
kürlichen Constauten in den ersten Formeln difierentiirt oder 
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integrirt. Auf diese Weise lassen bich mit Leielitigkeit die 
Werthe des bestiminteu Integrales: 

(127J r*a;«-^ (f{x) J{x)f dx 

berechnen^ in dem a eine reelle oder imaginäre Grösse^ ff ix) 
irgend eine rationale Function nnd n eine ganze Zahl be- 
seiehnet Man findet nooh: 



t/0 

(129) J^^ ^ = 7t{Umia7t - IsinibTt) 



n. 8. w. 



Yersebwindet die Fnnetion /{x + iy) ffir 2c ^ d= oo bei 
beliebigem 2^ nnd für y = — 00 bei beliebigem so erhilt 
man ftlr 

x^ = — oOf -X = + oo, ^^ = — 00, r=o 
allgemein ans der Gleichnng (88): 

(130) I f[x) dx^^J, 

oder, was auf dasselbe herauskommt; 

(181) f_yj^^±ikzAA.^-^j. 

In diesen letzten Formeln besteht die durch dargestellte 
Summe allein aus Glietlcrn, die sich theils auf die reellen 
Wurzeln der Gleichung (IV)), theils auf die imaginären Wurzeln 
mit einem negativen Coefficicnten von i beziehen. Ferner mnss 
man nach Bestimmung dieser verschiedenen Glieder, wozu die 
Gleichung (87) dient, diejenigen auf die Hälfte reduciren, die 
zu reellen Wurzeln gehören. 

Yersehwindet die Function /(a; + iy) ftlr y^rizoo bei 
beliebigem SB, so erhält man für 

^j = — 00, r= + oo 
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ans der Formel (88): 

(132) r^iX + iy) -f[x, + iyyi dy^j* 

[42] Hierin bestellt die durch ^ dargestelltti Summe am 
Gliedern, die sich auf die Wui'zeln der Gleichung (19) be- 
ziehen, deren reelle Theiie zwischen den Grenzen und X 
liegen. 

ISfimmt man ausserdem an , dass die Function fix -|- iy) 
fttr einen der Werthe x — — oo, a; = +oo verschwindet, 
so erhält man fttr 

= — oo , -X = a 

oder auch 

»0 == — a , -x: = oo , 

wo a eine positive QrOsse bezeichnet, die eine der beiden 
Formeln: 

(188) /"/{a + iy) dy = ^ , 

(134) f /(- a + iy)dy=>-4- 

Die Formeln (132), (133} nnd (134) sind besonders nfitzlich 
bei der Losung von Gleichungen durch bestimmte Integrale 
und bei der bitegration der linearen IHfferentialgleichungen 
(siehe das 19. Heft des Journal de r£cole royale Folytechnique). 



§ 13. 

Versehwindet die Function f[x + iy) f ttr o; == d= oo bei 
beliebigem y und flttr y d: oo bei beliebigem x, so erhalt 
man HBr 

a;, = — oo, -X:=-|-oo, ^, — — 00, r= + oo 
allgemein «us der Formel (88): 
(135) ^ « 0 . 

Wird die Function /{x) rational . so reprodiicirt die Formel 
(135 ein Theorem, das ich im 17. Hefte des Journal de rKcole 
Pol) technique bewiesen habe^^j dessen Hülfe [43] mau 
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nn mittelbar die Interpolationsformel von Lagrange aufsteiloA 
kann. 

Hat die Gleichung (19) unendlich viele Wurzeln, su enthält 
die Formel (135) eine unendliche Anzahl von Gliedern und. 
kann zur Summation von Reihen verwendet werden, liimiat 
man also zum Beispiel nach einander 

. j». X . ,eosr:r ^, , , , sin?-^ 

(136) fix) = <pix) ^ , /(X) - y («J ^ , 

WO r eine reelle Zahl bedeutet, die kleiner als tt ist, und 
(f{x] einen rationalen Bmch^ dessen Zähler von geringereiB 
Orade als der Kenner ist, so lassen sieh mit Hlllfe der Formel 
(13ö) sofort die Snmmen der Reihen 

(137) i^^o)-^ii^t^co8r+'i^to^)«,82r-..., 

,yli)-^W-i)^,^y(2)+»(-2)^g^_„. 

2 2 

bestimmen. Setzt man überdies: 

(138) ±(2w+l)^dhr, 

wo m irgeud eiue ganze Zahl ist^ so bleibt der Bogen s gaiia 
willkürlich, und die Keihen (137) werden: 



(139) 



^y(o)+ yt^)+/t-^) e.„-^ ^(^)+/'-^) cos2.-^.... 



Wird endlieh 8^0 gesetzt, so rednoirt sich die erste der 
Reihen (139) anf 

Giebt man ^{x) die besonderen Werthe 

1 X 



±: ' u'^x^' 



so ergeben sich die bekannten Formeln: 
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(141) ^^-1 — i^-::4- jH — = ~COt«rw, 

^ ' *tt*"^u*-f.l"^«*«+4"^u*+9"* 2«*6^" — 6-^^^' 

/^^o\ « 1 . <^os5 . cos2ä , cosS« . cosr« 

. . . 1 eOgg C082g 00B3g TT 6*^+6^^ 

sins 2 sin 2 5 3sin3.5 ersinn* 
, , _rinÄ_ 2sm2£ 3sin3£ e*^— 

£s verdient bemerkt zn werden, dass auf den rechten Seiten 
der Gleichnngen (145) und (146) das obere Yoizeioben sieh 
auf den Fall bezieht, wo « = dr (2m + 1) + r ist, nnd das 
untere Voneiolien auf den FaU^ wo « s zh (2m + Ijnr r ist 

HnltipUeirt man die beiden Seiten der Formel (141) mit 
2udu und integrirt daranf nach u von « = 0 an, so er- 
giebt sieb: 

[46] oder, was anf dasselbe heranskommt: 

(147) l^mnu 

= /H + Z(«) + i(l-i.j + /(l~^') + ;(l~|') + ... 
und daher 

(148) sin.ftt = 7tu{l — u*) |l — ^||l — . . . . 

Wird jetzt i4 = ^ gesetzt, so erhält man die Formel von Waüis^ 
nämlich 

/..^v n 2 2 4 4 6 6 8 8 
(149) 
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Bildlich ist augenscheinlich 



n 



f l sbiTtu du^^ f l sin^^ dp , 

•/q 7C t/o 

und aus der Gleichung (119) folgt, wenn die Constante r auf 
X^nll reducirt wird: 



i 



2 



0 ^ 

Mithin genügt es die i'ormei (147) von neuem nach i/, imd 
zwar zwischen den Grenzen m = 0 und 2« = 1, zu integriren, 
WD die Gleichung aufzustellen: 



(150) 



In Folge dessen ist fflr grosse Werthe Ton n ohne merklichen 
Fehler: 

Beachtet man Überdies, dass der Ansdmck 

(1 \n-*-i 
1 + -^) 

sich sehr wenig von dem Prodncte n^'^^ • p unterscheidet, nnd 
geht von den Logarithmen zu den Zahlen über, nachdem man 
die beiden Seiten der Formel (161) anf die Hftlfte redncirt 
hat^ so ergiebt sich: 

Die Formel (152), die um so genauer ist, je beträchtlichere 
Wtithe man der Zahl n beilegt, ist sehr ntltzlich bei der 
Berechnung von Prodncten, die aus einer sehr grossen Anzahl 
\ 0Ti l^\ietoren bestehen. Sie ist zum ersten Male von Herrn 
Lapkce gegeben worden ^3). 
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Wfirde man der Reibe nach 



%mx — ä;oos£C 



» ■ 



setzen, so könnte mau aus der Gleichung (135) die Snmmen 
von Reihen der Form 

(163) («1 ) + <jp W + 9 KU — 

ableiten, wo x^, x^, x^^ ... die verschiedenen reellen oder 
imaginären Wurzeln einer der Gleichungen 

(154) x — e^j x=sBmx, xsssigXy.,, 

bezeichnen. Werden also zum Beispiel für x^, , rr, , ... 

die Wui-zelu der ersten der Gleichungen (154} genommen, so 
ergiebt sich: 

. _ , 1 ^ j_ _i_ ^ r — sin r — r cos r 



[47] g 14. 

Bei den Anwendungen , die wir von der Formel (88) ge- 
macht haben, haben wir vorausgesetzt, dass die Integrale in 
dieser Formel gleichzeitig mit den Functionen verschwinden, 
die sie enthalten. Das trifft auch im Allgemeinen zu. Nichts 
desto weniger ereignet sich in einer kleinen Anzahl besonderer 
Fälle das Gegentheil, und dann müssen die Gleichungen, die 
wir aufgestellt haben, abgeändert werden. Nimmt man also 
zum Beispiel für f(x) eine rationale Function, bei der der 
Grad des Zählers kleiner ist als der Grad des Nenners, so 
ist der Werth der Summe z/ in iiezug auf diesen rationalen 
Bnich im Allgemeinen gleich Null und gentigt der Gleichung 
(135j. Niclita desto weniger hört dieser Werth von ^ auf gleich 
Null zu sein, wie in dem 19. Hefte des Journal de l'Ecole 
Polytecbnique bewiesen worden ist, wenn der Unterschied 
zwisehen dem Grade des Zählers und dem Grade des Nenners 
genau gleich der Einheit ist. Um bei dieser Annahme den waliren 
Werth von ^ zu hnden^ genügt ea entweder das Verfahren 
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anzuwenden, das in der genannten Zeitschrift angegeben worden 
ist, \ind zu untersuchen, was aus den Integralen in der Formel 
(88) wird, wenn die Functionen unter dem Integralzeichen 
verschwinden, oder die Formel (135) auf einen der rationalen 
Brüche 

/W /(^) f(x) 

anzuwenden und darauf 

c = 0 

zu setzen. 

Ebenso würden die Gleichungen: 



(156) 



sinr siD2r sinSr n sinrt» 

sinr sin2r sin3r u e'*" — e~'"" 

"T 



zu denen man gelangt^ indem 

[481 ^, . X fmrx 



U' ZlZ SIU.LJ' 



^esetast wird, und die für alle Werthe von r zwischen den Grenzen 
0 nnd TT gelten, unrichtig werden, wenn genan 



r = ir 



ist. In der That würden sich alsdann die linken Seiten auf 
Null nnd die rechten Seiten auf die Einheit reduciren. Allein 
es genügt, um die richtigen Gleichungen zu finden, die sie 
ersetzen mttssen, an die Stelle von f(x) die Function 

f[x) 1 X siura; 



1 + €*a;* 1 -|- «*a?* «t* ip x^ sinyra; 

zu setzen. Wendet man die Foniiel (135) auf diese letztere 
Function an und setzt darauf zuerst r = rc, alsdann £ = 0, 
so ergebeu sich die identischen Gleichungen: 

sin^ sin^Tir sinS^r >t 

+ ::i — ö == "ö" ~ ^) > 



sin TT sin 2 rr sin3/r 7t 

+ ;7t~irQ = ^ (1 — • 



«•+1 «♦» + 4 * «« + 9 2 
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§ IB. 

Denken wir uns jetzt, man setze, während der Werth 
▼on ^ stets durch die Gleichung (87) bestinunt wird, die 
Grösse 

J^: = "«'^ ' 

sodass ß den Winkel darstellt, den die Verbinduugägerade der 
Punkte , ?/J und (X, Y) mit der ir-Axe bildet. Thailen 
wii* endlicti J in zwei Tlieile J\ J'\ von denen der eine 
die Constanten f^^ f^, ... enthält, die dem aus der eben ge- 
nannten Linie und den beiden Geraden x = und y = Y 
gebildeten Dreiecke entsprechen, während der andre sich auf 
die Funkte des Dreiecks bezieht, das von derselben Linie und 
den Geraden y^y^ und a? = X gebildet wird. [49] Ver- 
gleicht man nach einander die beiden extremen Werthe des 
Integrales (4) mit dem mittleren Werthe, der sich in der Form 
darstellen lAsst: 



(158) 



/:('+;£5)4('+4-ä'+''-^]^' 

80 eiglebt sich: 

( ( 1 + i tgöj/[(l + agö) X + i iy, -^,i^0) dx 
(169) X P 

und 

[""{l + itgÖ)/((l + iti^e) X + «(y, - tgö)] dx 

.V F 



(160) 



Verschwindet die Function f(x H- f ür x = oo bei be- 
liebigem so erhalt man fOr 

«, = 0, -X: = oo, ^0 = 0 
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«US der Gleiehung (159) , indem anf der linken Seite xcobS 
ststt X geschrieben wird: 



(161) 



(f[{fMiß'^iBiRe)x]dx 

= (cosÖ — i sin 0] /{x] dx — ^'J . 



Diese letztere Gleichung ninfasst als besondere Fälle be- 
kannte Formeln. Wird zum Beispiel: 

gesetzt, öOj wo a eine positive Gnisse bezeichnet, so ver- 
schwindet J\ and ans der Formel (161) ergiebt sich: 

rx**-*e"^^''**+***^'^da; = [co8aö — tsinaÖ) fl"""' e'^^dx^ 

und indem jetzt 1) die reellen Theile. 2) die Coefficienten 
von i einander gleichgesetzt werden, findet man: 



(162) 



1 f x''-'e-''''''&m{x&ui6}dx==:8ma0 fZ'*-'e'-'^dx. 

§ 16. 

Indem man die Grundsätze befolgt, die in dem elften Pa- 
ragraphen aufgestellt wurden, lässt sich nicht allein der Unter- 
schied berechnen, der zwischen den extremen Werthen und 
dem mittleren Werthe des Intepalca (4) besteht, sondeiü ituch 
der Unterschied zwischen zwei Integralen oder zw^ei Summen 
von Integralen, die dem Integrale (14) ithnlich sind und die 
zwei Systemen von Curven entsprechen, die in der .///-Ebene 
willkltrlich zwischen den rankten x^^, und A', Y gezogen 
sind. Um ein solches 83'steni 7m erhalten, genügt es, in der 
:cv/-Ebene eine Reihe von l*unkieü beliebig anzunehmen, deren 
Coordinaten beziehungsweise mit 

bezeichnet werden sollen, und darauf den Pnnkt [x^ , y^^) dnreh 
eine erste Cnrre mit dem Punkte (a;^, y^) zn TexbindeD, dnrcli 
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eine zweite Chirre den Piiiikt(a;fyyJ mit dem Pimkto (o;^, ^,], 
endlieh dnrebi eine letzte Gurre den Punkt ^ ^n-J mit 
dem Punkte {X, T]. 
Nnnmelur mflgen dnreh 

^{pi Qi ...), xipy . ..) 

zwei reelle Functionen der n YerftndeiUohen Pf ... 
daigeetelit werden nnd dnreh 

[611 Po» 9o) ^> P, Q, -R, ... 

besondere Werthe von , r , . . . , die den Gleichungen 

a^o^^^bo» ^0» ♦'o» y«=* X(Po» ^o» »"o» •)> 

(163) U = 9(P, 0, r,,,..), yt = X(i^, 0, 



ix=r/)(p, 0, i2, ...), r=x(p, g, jß, ...) 

genügen. 

Um den Punkt {x^j y^) durch eine erste Curve mit dem 
Punkte (a;^ , 2/1) verTnuden, gentigt es offenbar, die Coordi- 
naten x und y der iu lation zu unterwerfen, welche die beiden 
simultanen Oleichungen 

(164) aj= re, .,.), Jf = x(l>, ?o 1 »"o» • • •) 

beatimmen. Ist diese Kelation angenommen, so erlhält man 
das Integral, das der ersten Curve entspricbt , indem man in 
der ir'onnel (12) die Veränderliche t durch die Veränderliche 7;, 
die Functionen (p{t)j x W toch die Functionen (p(p, 7o' ^*<> ^ • • •)? 

» • • •) Grenzen , T durch jj^ und P er- 

setzt. In Folge dessen wird da^ Integral, das der ersten 
Curve entspricht: 



Ebenso genügt es, o; und y den simultanen Gleichungen 

(166) «— y(P, g, r,, •..), y = ^, ^» • -} 

zu unterwerfen, damit sie die Coordinaten einer Cm've dar- 
stellen, die den Punkt (x^, y^) mit dem Punkte (x^, y^] ver- 
bindet, und das Integral, das dieser zweiten Curve entspricht, 

lässt sich in der Form - • ► ' • « 

Udtwttia'd Kl&ädiker. 112. 4 
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1 dq 



/ 



[52] (167) I ^^[q>{F,q,r,,...) + ixiP,q,r,,...)]X 

schreiben. 

Indem man in dieser Weise fortfährt, erkennt man schliesö- 
licli, dass die Summe der Integrale, die äich auf die verschie- 
denen Curven beziehen, auf die Form gebracht werdea kann: 

MPi »"o» — ) + niPi ff«, »"«l '")] X 

C d 

(168) l+l ^ ['PI^, iyr,, ...)-f-*;c{^,^,^o, -'WX 

•^»■o /[(jP (P, Q, r, ...) + ix (P, Q, r, ...)] H • 

Auf diese Weise kann der Unterschied 7on zwei Summen dieser 
Art l^cht mit älllfe der Grandsfttse bestimmt werden, die in 
dem elften Paragraphen an^estelit wurden. 

Besehrftnkt man die Veränderlichen ji, ^, r, . . « auf die 
beiden folgenden ^, r, so wird die Summe (168): 

y* ^ '■•) + *x cp > '•o)] ) + *a (j'i '•«)] «^i» 

Vertauscht man in dieser letzten Formel die Veränderlichen p 
und r mit einander, so erhftlt man eine neue Snumie, deren 
Vergleichung mit der vorhergehenden die Gleichung liefert: 

J dp '''^ •^'■^ '"•^ 

+ r (P, r) + ix(P, r)]f[q> (P, r) + ix {P> r}] dr 



(169) 



+ [9M+n(pMA9lPy -R) + ^xiPy R)]dp+J\ 
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dabei gehören die Glieder, ans denen ^ besteht, zn den 
Wurzeln der Gleichung (19), welche besondere Werthe des 
imaginären Ansdruekes^^) 

darstellen , nämlich welche den Werthen von f in den Cbrenzen 
nnd jP und d«n Werthen von r In den Gwisen % imd iB 
entspreehen. 

Die Gleichung (170) ist mit einer allgemeinen Formel 
identisch, die ich in dem 19. Hefte des Journal de V£oole royale 
Polytechnique S. 674 gegeben habe. Man leitet ans ihr un- 
mittelbar ^ejenigen her, die ieh auf 8« 575 und den folgen- 
den desselben Heftes nnd in dem Bnlletin de la SoeiM PM- 
lomatMqne Ton 1822 angefahrt habe. 

Setzt man im Besondem 

9 r) -t- rj = re*^* == r(co8j? + i sin 
so wird die Glddrang (170): 



(171) 



[54j und es ist 

(172) ^ = - 27ti{f, 4- /; + ...) ; 

dabei beziehen sich die Glieder f\j f^y ... auf die Wurzein 
der Gleichung (19), welche Werthe des imaginären Ausdrucks 

r (cos + i siap) 

darstellen können, die Werthen von r zwischen den Grensen 
und B und Werthen von p zwischen den Qrenxen p^ nnd 

P entsprechen. 

Wird in der Gleichung (171): 

r^ = 0, i2=l, j?, = 0, P=7r, 

gesetzt, so ergiebi sieh: 

(173) f[f(r] +f(^ r)] dr:=^i fe'm^^P) dp J 

4« 



^uj ui.uo uy Google 



52 Aogaatin-IiOalB Cauchy. 

oder, was auf dasselbe herauskommt: 

> 

(174) f\'P f{e'P) dp = / r/(r) dr + iJ . 

Diese letzte Formel , die ich in dem Bulletin de la Soci4t6 
Phiiomathique gegeben habe, enthält als besonderen Fall eine 
Gleichung derselben Art, wie die, welche Herr Vermer mit Hülfe 
der £ntwiekeliing in eine Beihe bewiesen hat^^). 

Wurde man 

r, = 0, Ä=l, j>, = — ^, F= jt 
setzen, so würde sich ans den Formeln (171) nnd (172): 

(17ÖJ ■ f^^P/ie^P) 4i> = 2^(/, + /, 4- . . .) I 
ergeben [66] oder, was auf dasselbe herauskommt: 

Formel (175) ist identisch mit der Gleichung fl7i der 
Zusätze zu der letzten meiner Abhandlungen in dem 19. Helte 
des Journal de Tfecoie Polytechnique. 

Werden femer die Wurzeln der Gleiehung 

äiv als numerischen Werth oder ulä Modul eine Zahl kleiner 
als die Einheit haben, mit z^J x>^j ... bezeichnet und wird in 
der Formel (176) f{z) durch 

/(*) 

IT' 

ersetzt, so eisohliesst man daraus: 

wo eine jede der Constanten /\ , /^^ , . . . jedesmal auf die Hälfte 
reducirt werden muss, wenn die entsprechende Wurzel die 
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Bioheit zum Modul hat. SehreiM man endlich m der vorher^ 
gehenden Gleiehnng 2p statt so ergieht sieh: 

Jetzt sei s eine positive Grösse und /'(rr) eine Fanction 
von Zy die in der Weise gewählt werde^ daaa der Ansdmek 

innerhalb der Grenzen r = 0, r=»l; |? = — tt, pas + Ä 
endlich und stetig bleibt Setzt man nach einander 



X 



so eigiebt sieh aus der Gleichung (178): 
1) Für Ä< 1: 



(179) 



(180 



2) Pflr »> 1: 

.säin2p /■(e»P)-/-(e-"P) ,_ „T ;n ^ 

7„ i-2>co»2p+j,« 2 r L/^ii) - fi^^l ' 



Dagegen findet man, wenn auf die Einheit und das 
erste der Integrale (179) oder (IBO) auf seinen Hanptwerth 
reducirt wird: 
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(181) { 



f. 



2 aia2j> tV'^)—f{e-'-''^\ 
1 — co82|? 2i 



I- m - m 



n 



\ 




2 



dp 



■ Die Gleidmogen (179), (180), (181) lassen sich uunittelbar 
aus dem Theorem von Herrn Parsevat Aber die Bnmmaüou 
der [57] Reihen herleiten* Sie stimmen tiberein mit einer 
Formel, die Herr Guillmme Lihi in dem 28. Bande der M4- 
moires de TAcad^mie des Sciences de Tririn gre^eben hat, nnd 
mit denen, die wir, Herr Faissofi und ich, in dem Bulletin 
de la Soci^t^ Pbilomathique tob 1822 veröffentlicht haben ^^). 

Wird In diesen Qleichangen der Badistabe s dnrch den 
Buchstaben r ersetzt und der Reihe nach 



gewählt, so findet mau genau die Formeln der Seite S8 wieder. 



Bis jetzt haben wir nur eintMche Integrale betrachtet. 
Die Grundsätze, die wir aufgestellt haben, lassen sich jedoch 
in gleicher Weise auf die Bestimmung und auf die Umformung 
von doppelten oder mehrfachen Integialen zwischen reellen 
oder imaginären Grenzen anwenden. Wir wollen indessen 
hier nicht genauer auf diesen Gegenstand eingehen, den wir 
ein andres Mal ausfiibrlich darzustellen beabsichtigen*'), nnd 
beschliesseu die vorliegende Abhandlung, indem wir angeben, 
wie TTian einige der Formeln, die wir erhalten haben, bei dem 
Problem der Fortpflanzung der Wellen verwerthen kann. 



Denken wir uns, eine schwere Flttfisigkeit sei in einen 
sehr engen Kanal eingeschlossen. Wir wjtfilen als aj-Aie die 
horizontale Gerade, die in dem Kanal das natflrliche KItcsu 




§ 17. 



§ 18. 
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bezeiobn^t, za dem die Flüssigkeit sich erhebt. Ferner nehmen 
an, das» i die Zeit bezeichnet und dasft man in dem 
Angenblieke^ wo ^ = 0 gezähit wird, die Bewegung entstehen 
lässt^ iadem man da^ Niveau verändert, sodaM di« aenimolite 
CMinate, die der Absaiaae x anfcq^iielit: 

(182) y = 

ynüL Man bemislf leiekt, daas dieaelbe CMhiale nach Vef Uuif 
einer 1»eßebigen Zeit t [58] dnrelt die Gleiohmig: 

(183) y = — I I Q,oä{p,^g^t)eoBfi[X'-üif)*F{m)dfidm 

7€v — ao *^ 0 

gegeben wird (siehe die Sammlung der M^moires conronn^ 
par rinstitiit, Preisbewerbung von 1815, S. 311)^^). 
Wird in der yorhergehenden Formel: 



gesetzt und zur Abkürzung 



X — CJ 



geschrieben, so ergiebt sich: 

(1Ö4) 2^ = — / / «008(2* P*aJcos(a*)i?'(iBr) • 

Um diesen Werth von y zu berechnen, hat man znnftehst 
wenigstens nübenrngsweise das Integral 

00 

(lÖö) / a cos (2^ P^a) cos ia-}iZa 

zu bestimmen. Man würde dazu mit Leichtigkeit i^elangen, 
wenn die Grösse P immer einen sehr kleinen numerischen 
Werth behielte. Dann würde es genügen, dieses Integral in 
eine Reihe zu entwickeln, die nach steigenden Potenzen von F 
geordnet ist, und die erhaltene Reihe, nihnlich 

2P {2P)» (2P)^ 
(186) — --— + 



4.Ö.6 • 6.7.8.y.iU 
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(siehe 8. 152 der Abhandlung üeber die Theorie der Wellen, 
veröffentlicht [58] in der schon erwähnten Sammlmig) «nf eine 
kleine Ansah! von Gliedern zn beschränken, während die 
übrigen yemachlässigt werden. Da jedoch P mit wachsenden 
Werthen von t über jede Greme wächst, und ebenao ^ vei^ 
schiedenen Glieder der Reihe, so ist das Mittel, von dem wir 
sprachen, in den meisten Fällen nicht anwendbar, und man 
kann es im allgememen nicht dazu gebrauchen, um den an- 
genäherten Werth des Integrales (186) zu bestimmen, ja nicht 
einmal nm Grenzen zu finden, in denen dieses Integral ein- 
geschlossen bleibt. GltlekUeher Weise erlaubt die Gleichnng 
(94) das Integi*al, um das es sich handelt, in ein andres um- 
zuformen, dessen Bereohnnng nicht dieselben Schwierigkeiten 
bietet 

In der That, setzt man in dieser Gleiehnng 

/(a?) = a;e»^V«^, 

so verschwendet J. Schreibt mau darauf auf beiden Seiten 
den Buchstaben u statt x und so findet mau 

00 „00 



nnd daher: 



/»fiO /»OD /»M 

(187) / acosa'cosacrdass / asino^sinaaia — / aco8a*'»-''*da, 

t/0 t/Q t/o 

(188) /er sin Cosa a (2a = — 1 aQOBa^smaada+ 1 «sina* da, 

t/o VO 

Femer erhalt man ans der Gleichung (161), indem man darin 



J\x) = e 



t 



und 6:= — r setzt: 



In Folge dessen ist: 



(189) . f c'^Vo; = ^4:- TT* , 
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[60] und wird jetst xs= a + -^ gesetzt, so ersohliesst man 
lüerans: 

, + 00 



(190) 



= 2/ e^^'cosaaia. 

DiffereDtiirt man jetzt nach der Grösse a, so ist: 

(191) I ae*" äinaada = Tciae * 4 , 

oder, was anf dasselbe herauskommt: 



(192i 



/ a Cosa* smaa das _ico8- sin-rl» 

, , JT^a / , . ö*\ 

/ a 8in a* Bin aoa ans + -^icos™ -Hgiii— l- 



Nach dieseu Yurbereitungen werden die Formeln (187) 
und (188): 

(193) J aco8a*cosaöüia= ^cos— 4-8in-jj— J aco8a*6'"""iia, 

(194) y a8ina*co8aa<ia= |co8^ — sin-^J+y'asina'e^^^iia, 
«nd die erste giebt: 

CO " 

(195) f aeo8(2lpittJ eoB (a')<;a 

= — ^— Icos^ + sin — I— J^ae ' ^ "co8(ö')da. 

[61] Mau überzeugt sich leicht, dass das Integral auf der rechten 
Seite für grosse Werthe von P im Wesentlichen null ist und 
sein numerischer Werth in allen Fällen kleiner ansfiült als 
der des Integrales 

(196) 
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Wir möchten liinziifügen , dass mau nur a durch zu 
ersetzen braucht, damit die Formel ^195) mit der Gleichung (7) 
auf Seite 180 der Abhandlung über die Theorie der Welleu 
identisch wird. 



Zusatz. 

Wir haben Seite 35 bemerkt, dasB die Formeln (103) und 
(104) die WerUie fast aUer bestimmten Iniesrale liefern, die 
bekannt sind, nnd eine ^osse Anaahl andrer. Wir vollen 
hier einige AjLwendongen derselben Formeln angeben. 

Beaeichnet man mit a nnd r positiTe Grössen, mit m eine 
ganae Zahl nnd mit f{x) eine Function Ton der Beschaffenheit, 
dass der Ansdroek f{x-i- iy) fOr positive Werthe yotn y nicht 
unendlich wird, so erhttlt man ans der Formel (103): 



(1) r m^o, 



00 



r"^* fLx)dx 



(6) 



i(r — i») 



nnd ans der Formel (104): 



00 
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IR\ r' /W+A-a') rdx _f' f{x)-f{-x) xd* _n 

f" fix] + ri- ■'■] r.-lr _n{ 



(») 



0 



— 23 — j?:r7-TL/W +/(-'•)]. 

11t B» W. 

Wird ia der Gleichung (7) r 1 und f(x) = (— ta;)«-* 
gesetzt, 80 etgiebt sich: 



multiplicirt man auf beiden Seiten mit ( — i)^ und beaclitet 
die Gleichung: 



( 20 — l 

so ist: 

^ Vo 1 + a; Jq 1 — 05 

und daher 



.00 

TT 



(12) /* = 
^ ' t/o 1-1-0? Sl 



smart ' 



13) / sc«-* = eosaTT / x^^' — — = ^ — 

^ ' Ja 1 — X t/o l-i-oj tga^r 



Die Formel (12) ist von Etiler gegeben worden-®). Die 
Formel (13] enthalt auf der linken Seite ein Integral, dessen 
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aUgemeiner WerÜi nnbestiiDmt ist Dieaea Integral iniiSB jedoch 
m ' dem gegenwiitiges Falle auf s^en Hauptw^li reducart 
werden, den man in der Weise nmfonnen kann^ dasB die 
Gleichung [13] mit einer andern Gleichnng identisch wird, die 
der eben erwähnte berOhmte Geometer aufgestellt hat. 

Wird in den Formeln (8] und (9) 

f{x) = 

gesetzt, so ergeben sich die folgenden: 



^ aj*H-r* t/o x* + r* 2 ' 

i^^K r'^rcoBüx [n . r'^xsmax, n 

(Iv) / -z dx Ä — *-5- sin ar , / -j r dx s= -s-cosan 

^ 'Jf^ xr — r* 2 «^0 ^ — * 

Die Formel (14) ist von Laphce gegeben worden. Man erhält 
daraus, indem man r auf ^uU reducirt, die Gleichung: 

die ihrerseits dn besonderer Fall der Formel (6) ist^'). . Die 
Formeln (15), die znm ersten Haie von Herni Bidon^ einem 
italienischen Geometer, gegeben worden sind^], haben denselben 
Charakter wie die Formel (13) und [64] liefern die Hanptwerthe 
der in ihnen enthaltenen Integrale. Es ist indessen leicht, 
diese^ Hauptwerthe in bestimmte Integrale umzuformen, bei 
denen die Function unter dem Integralzeichen aufhört, für 
besondere Werthe der Veränderlichen unendlich gross zu 
werden. So erhält man zum üeiapiel für r = 1 aus der 
ersten der Gleichungen (15): 

r* Cosa» , 

Wird in den Formeln [5] und (11): 

f{a;)-=i-{l-6'<'*) 
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gesetzt^ wo a stets positiTe Cfonstante beseiobnet, so er> 
giebt sich: 



(18) 



«/-_ao «{l — *«) » 

k+OO 



X e ax^^ füir>l, 
und 

(19) I ^ ^ Lf2f — ^{l_e-*). 

Man erbAlt ferner ans den Formeln (1), (2), (6), (8) nnd 
(9), wenn 6, r, « positive OrOssen bezeiohnen: 

(20) /rixr<.'^^^(i + ^);:^ = o, 

[65] , 



-'e-''^ 



00 

(22) j^.«- s.u(^-6.)^..-, = -^-r«- 
{23J j^x»- sm - - 6x) ^ = _ r«- cos (- - 6r) , 
(24) r 6«««*« sinfa sinfto;) ^2 = ^ («« - 1) 'i3) ^ 



(26) 



(26) A«-'««"»*BiB/^ - BinJa:) = ^r»" V'' 
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mrd in den I^metai (20) und (21) a^lj h^O güHiiH, 
80 enchlieBst man dsrnns: 



(27) 



/:'(-S)rfr.=-(-'). 

und dnber ist: 

u"('+i)/:'.-"('+7). 

Differentiirt man aiödaim n — 1 Mal nach r, so kommt: 

Wird ferner in den Gleichungen (9] /[xj duich 
emtrt, Bo efgiebt sieh: 

li^ + i)^T* ""^T' 

n. a. w. 

Wir wollen hinznfilgeu , dass aus der zweiten der For- 
meln (29 j, indem darin r ~ 1 und s = 1 gesetzt wird, sich 
ohne idühe die folgenden ableiten lassen: 

/» xdx 
(arc cota;)* dx = 2j^ arc cota; ^ = /r/(2) , 

(32j acarctg-^ — — arctga; 

X — — 



(30) 



uy GoOgl 
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Es kann eintreten, dass die Fonneln (Ij, (2), ... naeli 
unserer Bemerkung auf Seite 36 in geirissen FflUen gOltig 
bleiben, wo die Funetion f{x + iy) für positive Werthe von y 
nnendlieb wd. Das findet im Besonderen fDr die Formeln (8) 
nnd (9) statt, wenn f(x) sieh für a < 6 auf den Qnottonten von 
sinax oder cosao; durch sin 5a; oder cos 6a; redncirt. Alsdann 
findet man: 



(33J 



cosao; rdx 



eos hx a;* + r* 

/»* sin ax rdx 
sin bx 05* 4" 
'^eosaa; xdx 



/• eo 

Sil 



n 






2 






n 






T 






n 




+ e-^^ 


T 






n 




— e-ö»* 


2 







sin hx 05* + r* 

jr>°° sin ax xdx _ 
^ cos bx x*-\-r* 

[67] Diese Formeln, die ich in der Abhandlung von 1814 
gegeben hatte, nnr dass an Rtelle von r die Einheit trat, hat 
Herr Legendre in seinem Berichte über diese Abhandlung nnd 
in dem fttnften Tbdle der Ezereices de Oalenl intdgral er- 
wähnt 

Den vorhergehenden Beispielen könnte man nnzählig viele 
andre hinmUSgen. Ich werde mich jedoch damit begnügen, 
nnr einige anzugeben. Stellt man, wie vorher, durch a, r, n 
positive Grössen dar, bezeiebnet ferner mit 6 einen Bogen 
zwischen den Grenzen 0 nnd 7t nnd mit <p[x) eine rationale 
Function der Veränderlieben a!, so lassen sich ohne Mtthe ans 
der Formel (103) die Werthe der Integrale herleiten: 

( — ixf ~^ (f\xjdx f j e*^'^ <f [x] dx , 

^^1 + ^j(p{x)dxy J 1(1 — irx)ip{x)dx , 
l[rsm$ -i-ilr eo&O — xj] g>(x] dx^ 

— QO 

/+» 
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</_oo l{r — t«) ' ' 

«/_oo i(r — ias) \ xf ^ ^ ' 



00 *' — ao 

»+00 />+(« 



^ —00 *' — «o 

/+00 a4*oc /»+00 



IL 8. W., 

und daher aneh die Werthe der Integrale: 

/+00 y»+ao p,4r^ 

x^'^^ (p{x]dx^ j coshxq>{x)dx, j 6iiibx(p{x}dx, 

-DO —00 •'—«0 

[68] - /•+* 



r cos ^ — a; , . , 
ea^^^bxef^i(a&uibx)g>(x)dxt 1 e''''''^'^'&m{a&ULbxjg>{x)dx, 

- c« «/ — OD 



00 



/T 
1{1 2 r coä 6x 4- (p (^) «^iiJ ) 
"OO 

, r sin Äa; , . , 



u. s. w. 
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Wir bemerken zum Sohlass, dass die Constanten in einigen 
der vorher ermittelten Integrale iii solche Grenzen einge* 
schlössen werden mtlssen, dass die Werthe dieser Integrale 
endlich bleiben. So wird man im Besonderen ohne Mühe er- 
kennen, dasB die Oonstante a in äm Formeln (12) und (13) 
innerhalb der Grenzen 0 ond 1 bleiben mnss und innerhalb 
der Grenzen 0 nnd 2 in den Formeln (22), (23), (26). Wir 
wollen hinzafttgen, dass man in mehreren Formebm die als 
reell Toransgesetzten Oonstanten dnreh ima^nAre Oonatanten 
ersetzen darSf. Zum Beispiel darf die Oonstante a in den 
Formeln (12), (13), (23), (26) imaginftr werden. Nnr mnss 
alsdann der reelle Theü von a innerhalb der soeben angegebenen 
Grenzen liegen. 



Ostwald'f KlaBBiker. 112. 



5 
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AuffustinrLoms Ckmcihy, geboren den 21. Aiiguat 1789 zu 
Paris y wo sein Vater Advocat war, zeigte schon als Knabe 
herrorragende mathematische Begabung, sodass er das Interesse 
▼on Lagrange erregte. Nachdem er seit 1805 zuerst die £cole 
polyteehniqne, darauf die £cole des Fonts et des Ghauss^es 
besucht und die Prüfungen mit der grössten Auszeichnung be- 
standen hatte, wurde er 1810 als Ingenieur nach Cherbonrg 
geschickt, das Napoleon L zu einem grossartigen Kriegshafen 
umzugestalten plante. Seine Mussestunden benutzte er, wie er 
in einem Briefe sehreibt, »zu einer systematischen Wiederholung 
der ganzen BCathematik, um dabei die Beweise zu vereinfachen 
und neue Sätze zu entdecken«. Diese Worte des Jünglings 
kennzeichnen den Mann, sowohl sein "kritisches Bestreben, die 
Analysis auf sichere Grundlage zu stellen und die im acht- 
zehnten Jahrhundert arg vemachlässigto Strenge der Beweise 
wiederherzustellen, als auch die schöpferische Seite seines 
Talentes, die auf den yerschiedensten Gebieten der reinen 
und angewandten Mathematik zur Geltung gekommen ist. 

Im Jahre 1813 kehrte Cauchy nach Paris zurück, um sich 
ausschliesslich mathematischen Studien zu widmen. Bei der 
Preisbewerbung für 1815, bei der es sich um die Theorie der 
Fortpflanzung der Wellen an der Oberfläche einer schweren 
Flüssigkeit handelte, wurde seine Abhandlung von der Aka- 
demie gekrüut; als ihr Vorläufer ist eine andre umfangreiche 
Abhandlung über die Theorie der bestimmten Integrale anzu- 
sehen, die er am 22. August 1814 dem Institute überreicht 
hatte und die \()u Legcndre sehr günstig bcurtheilt worden 
war. l)( reits 1816 wurde Cauchy Mitglied des Instituts und 
bald darauf l'rotessor an der Ecole polytechnique, später auch 
an der Sorbonne und dem College de France. Früchte seiner 
Lehrthätigkeit waren die klassischen Werke: >Cours de 1' Ana- 
lyse de rftcole ruyale polytechnique«, Pariri 1821 und: Kesumö 
des le(;ons dounees ;i TEcole royale polytechnique sur le calcul 
infinitesimal«, Paris 1823. 
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Als getreuer Anhänger der Bonrbonen weigerte sich Oaw^ 
im Jahre 1830 der neuen Regierung den Eid zu leisten und 
verliess Frankreich. Nachdem er einige Zeit in Freiburg (in 
der Schweiz) und in Turin verweilt hatte, ging er nach Prag, 
um die Erdehnng des ältesten Sohnes Karls X., des späteren 
Grafen Ohambord, zu leiten. Mit dem Titel eines Barons 
belohnt) kehrte er 18B8 nach Paris snrfiok und nahm seinen 
Site in dem Inslitiit wieder ein, dessen Oomptes rendns er 
dnrch zahlreiche Beiträge bereicherte. Aber erst die Bevolntion 
von 1848, die den poKtisdien Eid beseitigte, gab ihm die 
M()glichkeit, seine Lehrthätigkeit wieder aufzunehmen, und 
hierin brachte auch das zweite Kaiserreich keine Aenderung, 
da Napoleon III. ihm grossmiltiiig gestattete, auch ohne Treu- 
schwur die Vorlesungen fortzusetzen. Am 22. Mai 1857 fitnd 
Gamets arbeitsreiches Leben ein Ende. 

Eine ausfDhrliche Biographie Verdanken wir (7. A. Vakon 
(La vie et les travanx du baron Ganchy. Zwei Bände, Paris 
1868), der auch vom Standpunkte des begeisterten Schtflers 
aus die Bedeutung der Untersuchungen (Jauchys auf den Ge- 
bieten der Mathematik, Physik und Astronomie geschildert hat 
Hier kommen nur die Leistungen Qmchys für die Theorie 
der Functionen einer complexen Veränderlichen in Betracht, 
die von Ä, Briü in ausgezeichneter Weise dargestellt worden 
sind (Bericht Aber die Entwicklung der Theorie der algebraischen 
Functionen in älterer und neuerer Zeit. Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Dritter Band. S. 160 — 
197. Berlin 1894); als Ergänzung hierzu kann der werthroUe 
Bericht von F. OaaoraH (Teorica deUe funzioni di yariabili 
complesse. Notizie storicbe. Serie seconda. S. 62 — 143. Pavia 
1868) sowie ein Aufsatz von P. SUkkd dienen (Integration 
durch imaginäres Gebiet Bibliotheca Mathematica. Dritte Folge, 
Bd. I. Leipzig 1900], in dem die Vorarbeiten von Le^bmsi^ 
Jöharm BmundH, €PMeimbef% Laphcey besonders aber von Eukr 
und Poisson behandelt werden. 

Die Arbeiten OauchyBj die zur Entwicklung der Functionen- 
theorie beigetiagen haben,' lassen sich, wie BriU bemerkt, in 
zwei Gruppen theilen, die ganz verschiedene Ausgangspunkte 
besitzen und zunächst ganz verschiedene Ziele im Auge haben. 
Die eine bezieht sich auf Integrale mit imaginären Grenzen. Das 
Interesse ist dabei ursprttnglich die Ermittelung bestinimter Inte- 
grale, die in der mathematischen Physik am Anfange des neun- 
zehnten Jahrhunderts eine giosse Rolle spielten. Die andre 

6* 
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knflpfi; an die BeTereionefonnel von Lagrcmge an nnd behandelt 
die Wurzeln einer Glekhnng mit veränderlichem Parameter, ihre- 
Entwickln!^ in Belhen und deren Oonvergenz. Hier sind Auf- 
gaben ans der Meohanik des Himmels das treibende Moment ge- 
wesen, sodass sich auch fflr die Funotionentheorie der Säte be- 
währt, dass die fruchtbaren allgemeinen Theorien der Mathematik 
aus der Vertiefung in besondere Aufgaben herrorgegangen sind. 

Bei der ersten Gruppe von Arbeiten kann man zwei 
Periodett unterscheiden. Die erste, bei der die bestimmten 
Integrale noch im Vordergründe stehes, von 1814 bis 1826, 
die zweite, bei der Otmchy seine Sätze auf die Theorie der 
algebraiscIiBn (Heichungen, die Oonvergenz der Reihen n. s. w. 
anwendet und schliesslich die Grundlagen für eine Theorie 
der Functionen einer oomplexen Veränderlichen herausarbeitet, 
von 1840 bis 1851. Ein Bindeglied zwischen ihnen bildet 
der Residuencalcnl^ dessen Anfänge in das Jahr 1826 fallen. 

Die erste Periode beginnt mit dem schon erwähnten Memoire 
sur les integrales definies vom Jahre 1814, auf das wir etwas 
ausführlicher eingehen müssen, da Cauehy die Bekauutschaft 
mit ihm bei seinen späteren Arbeiten immer voranssetzt. 

Eine von Laplcwe^ Legmdre und Pois.su n mit Erfolg an- 
gewandte Methode, Relationen zwischen bestimmten Integi'alen 
zu erhalten, beruhte darauf, dass bei einem passend gewählten 
Doppelintegrale mit constanten Grenzen die Integration einmal 
zuerst nach der einen, alsdann zuerst nach der andei-n Ver- 
änderlichen ausgeführt und die so entstehenden einfachen 
Integrale einander gleichgesetzt wurden. Canchy fragte nun, 
wann dieses Verfahren überhaupt durchführbar sei und unter 
welchen Bedingunsrcn es zu richtigen Kesultaten führe. Die 
Antwort auf die erste Frage lautet im Wesentlichen so ; in 
einer reellen Function der eilen V eränderlichen z setze man 
z = x ± iy^ wodurch sie in J/dr iN übergeben ünige. Dann 
bestehen die bereits von Eukr erkannten Identitäten: 



und. es ist daher: 
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wo sich links und rechts je eine Inte^-atlon sofort ansfitthren 
lässt. Damit die so gewonnenen einfachen Integrale einander 
gleich sind, dtlrfen — nnd das war eine bis dahin ganz Aber- 
sehene Bedingung — die Integranden in dem ganaen Inte- 
graliousgebiete, das als Rechteck in der iK^-Ebene anfgefasst 
werden kann, nirgends nnbestixnmt werden. 

Cauehy zeigte aneh, wie man iu gewissen Fällen, in denen 
Stellen der Unbestimmtheit auftreten, den Unterschied der 
beiden Integrale beslimmen kann, nnd kam dabei anf den 
Begriff der singnlären Integrale, den er später (R^snm^ 
des le^ons, Le^on 25 nnd die 1825 bei der Drucklegung hin- 
zugefügte Note XVIII der Preisschrift Tom Jahre 1815) noch 
etwas erweitert hat. Wird nämlich das unbestimmte Integral 
von f{jr) mit (f [x] bezeichnet, so hat das bestimmte Integral 

f{Xj dx 

den Werth (f [X) — '/^(^o), sobald /{x) in dem Intervalle 
{x^ . X) eindeutig, endlich und stetig ist. Wird f{x) fflr 
eine Stelle a dieses Intervalle» uucudlich, so verliert das be- 
stiiiüute Integral seinen ursprünglichen Sinn, man kann aber 
jenem Zeichen auch in diesem Falle eine Bedeutung beilegen, 
indem man deßnirt, dass alsdann 

/{x) dx = lim j / f{x) dx + I f{x) dxi 

sein soll, wo u und v irgend welche positive Constanteu be- 
deuten. Als Ilanptwerth H des Integrales auf der linken 
Seite bezeichnet Cattohy den Grenzwerth, der sich ffSi fi = vs=X 
ergiebt, es ist also 

iT— lim I ff{x) dx+l fix) dx\ 

und daher 



/ f{xjdx — i/ = lim / dx -\- lim / f{x) dx. 

Die beiden letzten Integrale nennt CJauchy singuläre Inte- 
grale. Wird J'(x) in der Weise unendlich, dass 

lim 

jcss« X — a 
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einen bestimmten endlichen Werth / hat, so wird 




hängt also im Allgemeinen ron der Wahl der Constanten fi 
nnd V ab. 

Der Znsammenhang der Gleichnngen (Aj mit der Theorie 
der bestimmten Integrale zwischen complezen Grenzen blieb 
in der Abhandlung Tom Jahre 1814 noch im Dnnkeln. Er 
trat erst zu Ti^e, als Ca/uchy diese beiden Gleichnngen 
xmsohen reellen Grössen zu einer einzigen Gleichung mit com- 
plexen Grössen rereinigte. Dieser grundlegende Gedanke findet 
sidi zuerst in einer Abhandlung, die Oauchy am 28. Oetober 
1822 der Pariser Akademie vorlegte und Aber die er in der 
Novembernummer des Bulletin des Sciences par la Soei^t^ 
philomatique de Paris von demselben Jahre berichtet hat (Sur 
les integrales d^finies oü Ton fixe le nombre et la nature des 
constantes arbitraires, S. 161 — 174). Mit einigen Aenderungen 
ist dieser Berieht wieder abgedruckt in dem Juli 1828 er- 
schienenen 19. Hefte des Journal de Tficole polytechnique, 
und zwar als Anhang zu der Abhandlung: Mtooire sur Tint^- 
gration des ^qnations lin^ires aux diff!6rences partielles et 
coefficiens constans (Observations g^^rales et additions, S. 571 
— 589), und die Ergebnisse jener Abhandlung vom 28. Oetober 
1822 haben auch in dem Rösume des le(;ons vom Jahre 1823 
Aufnahme gefunden (siehe Legon 33 und 34). 

Durch die Vereinigung der Gleichungen (A) gewinnt Cauchy 
die fundamentale Formel: 



Die Correction J rührt von den l nendlii hkeitsstelleu der 
Function yf^j her: ^, = .r, -|- ly^ , = u-^ -\- ii/^^ . . . , bei 
denen x^, . . . zwischen und X, y^^ y^, . . . zwischen 
und Y liegen, und hat, wenn 

lim [z — x,^}f[^) = , lim(;:; — ;^ = Z^, u. 8. w. 



(B) 
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gesetzt wird; den Werth 

27ti{^^ +/;-! ); 

fällt eine Unendlichkeitsstelle in die Grenzen, wo x bezw. y 
gleich x^^ X l)ezw. y^^ Y sind, so ist als Correction nur die 
Häli'te zu iiehmeu. 

Die Forniel 'B), die sich als ausserordentlich fruchtbar 
für die Theorie der bestimmten hit- grale erwiesen hatte, auf 
directem Wege herzuleiten, ist der eine Zweck des klassischen 
Memoire sur les integrales defiuieSj prisea eutre 
des Hmites imaginaires, das nh besonderes Werkchen im 
Aufrust 1825 erschienen ist, naetideni im April IS'db das 
Bulletin de Ferussae eine Voranzeig:e gebraclit hatte; der an- 
dre besteht in der ausgiebigen Anwendung Jener Formel auf 
die Theorie der bestimmten Integrale. Der erste Zweck er- 
forderte, dass Canr-J/?/ den Grad der Allgemeinlieit teststellte, 
den ein bestimmtes Integral zwischen imaginären Grenzen zu- 
lässt, und die Zahl der Werthe, die es annehmen kann«, und 
mit Recht phegt man daher die Gesehiehte der Fnnctionentheorie 
mit dieser klassischen Abhandlung zu beginnen. £s l&ast sieh 
freilich nicht verkennen, dass Cauchy den wahren Sinn seiner 
Besultate lange Zeit nicht vollständig erkannt hat und dass, 
wie Brill sich ausdrückt, »die Bedentu^ seiner Al)handlung 
erst durch spätere Anwendungen — - zum Theil in den Händen 
Anderer — in das richtige Licht gesetzt wurde«, und man 
kann daher nur bedingt VtüsoniA enthusiastischem Lob bei- 
stimmen: »Diese Abhandlung kann als die bedeutendste Arbeit 
Oauchys angesehen werden, und sachkundige Männer stellen 
sie unbedenklich in eine Reihe mit dem Schönsten, was der 
menschliche Geist auf dem Gebiete der Wissenschaft herror- 
gebracht hat.«: 

Wenn Valson wdter bemerkt, auch Gauss habe ungefilhr 
zu derselben Zeit entdeckt, dass die Integrationsordnung bei 
Doppelintegralen nicht ohne Weiteres umgekehrt werden dürfe 
(^heorematis de resolubilitate funetionum algebrucarum inte*- 
grarum in factores reales demonstratio tertia. Commeni Gotting. 
1816. Werke, Bd. III, 8. 57^64), »dagegen fehle bei ihm 
ganz und gar der fundamentale Begriff von Integralen zwischen 
imaginären Grenzen«, so hat der 1880 yeröffentlichte Brief- 
wechsel zwischen Garns und Bessel gezeigt, dass jener schon 
im Jahre 1811 diesen Begriff besessen und sich in Bezug auf 
die Integration durch imaginäres Gebiet zu einer Freiheit der 

• ^ 

J » 
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ÄnffkssiiDg erholMD hatte, die Qmdky erst im Jahre 1840 
erreicht hat (Brief aa Bessd 7om 18. Dee. 1811, wieder ab- 
gedmekt Qauss^ Werke, Bd. Vm, 8. 89 — 91). 

Das Vorstehende wird gentigen, um die Avfiiahme der oft 
aDgeftthrten, aber schwer mgängliehen und selten gelesenen 
Abhandlung C^tK%8 vom Aognst 1825 in die Sammlung der 
Klassiker zn begründen; es möge noch bemerkt werden, 
dass sie in den bis jetzt erschienenen BSnden der seit 1883 
herausgegebenen Oeuvres completes nicht enthalten ist, dass 
aber das Bulletin des Sciences math^matiques (t. VII. S. 265 
—304, Paris 1874, t. VIU. 8. 43—55, 148—159, Paris 1875) 
einen Wiederabdruck gebracht hat. 

Die folg:eiideii Anmerkungen enthalten Litteraturangaben 
sowie l.rliiiiterimgeii zu schwierigen Stellen. 

Die zahlreichen Druckfehler des Originals sind ohne 
weiteres verbessert worden. Auch sonst sind einige kleine 
Aendeiuugen erforderlich gewesen, die in den Aumerkunsren 
angegeben werden. Der Grund dal'iir liegt hauptsächlich diiriu, 
dass ( uwIdi die Formel (B) [bei ihm f88i] auch ;iuf den Fall 
anwendet, dass die ursprünglich als endlich vorausgesetzten 
(irenzen X\ y^j Y unendlich werden, und dabei annimmt, 
dass die ins ITnendliche erstreckten Integrale in der Formel 
(H) verschwinden, wenn f{z) auf dem Integrationswege zur 
l.Trenze Null strebt. Diese Bedingung ist jedoch für das Ver- 
schwinden zwar nothwendig, aber nicht hinreicliend, sodass die 
Formeln 103) und '130 nicht in allen Fällen richtige liesultate 
geben, ein Umstand, am den Canclnj selbst in § 14 aufiüerksam 
geuiaclit, den er jedoch nicht immer genügend beachtet hat. 
(■auchy selbst hat in der 182B erschienenen Abhandlung: Sur 
diverses relations qui existent entre les residus des fonctions 
et les integrales definies (Exercices de Mathematiques, I. Ann^e. 
S. 95 — 113, Paris 1826, wiederabged nickt Oeuvres completes, 
Serie 2. t. VI. 8. 124 — 145) diese 1: rage genauer untersucht und 
die von ihm begangenen Fehler verbessert. 

Hinsichtlich der Bezeichnung ist insofern eine Aeuderung 

vorgenommen worden, als durchgängig V — 1 durch / ersetzt 
ist, wodurch die Formeln au Uebersichtiichkeit erheblich ge- 
wonnen haben. 

Endlich möge noch bemerkt werden, dass, wie es in dieser 
Sammlung üblich ist, die Seitenzahlen der Originalabhandlung 
in eckigen Klammern dem Texte beigefügt worden sind. 
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1) Zu S. 4, HierfOr kommen in Betracht die Abhandtongen: 
8nr l'approximation des formales qni sont fonctions 
de tr^a-grandB nombres. M^moires de TAcad^mie des 
Sciences ponr Tann^e 1782. Paris 1785. S. 1 — 88, Sa? 
l'approximation des formnies qni sont fonctions de 
tr^s-grands nombres, et snr lenr application ans 
probabilit^s, In le 9 avril 1810, Mtooires de la classe 
mathömatlqne et physique de l'Institat de France, t. X. 
Ann6e 1809. S. 353—415, 559—565. Paris 1810 nnd Me- 
moire snr les integrales d^finies, et lenr application 
anx probabilit6s, ebendaselbst, t. XI. Ann^ 1810. 8. 279 
— 347. Paris 1811, Abhandlnngen, deren Inhalt znm grossen 
TheU in Laplaces Werk: Theorie analytique des pro- 
babilit^s, Paris 1812 ftbergegangen ist. 

2) Zu S. /. BarmtU Bnssm} (1777—1828) hatte in einer 
Abhandlnng 8ur T Integration des Kquations diff^ren- 
tielles partielles (Memoire eiivoyc k I'Institut en Praivial 
an 12 [Jnni 18041), Journal de rKcole polvtechnique, Caiiier 14, 
8. 191—254. Paris 1808 Keihen der Form 

in denen J^, gewisse Constanten bedeuten, durch be- 

stimmte Integrale ausgedrückt. Seine -weiteren Untersuchungen 
über diesen Gegenstand, auf die Camivy hindeutet^ scheint er 
nicht TcrdfientLicht zu haben. 

3) Zu^ S. 4. Michel Ostrogradskij (1801-- 1861] hat die 
Theorie der Integrale mit in^nttren Grensen behandelt in 
der Note snr les integrales d^finies, In^ le 29 Oct 18i8 

(M^moires de l'Acad^mie des Sciences de St. P^tersbonrg, 
sixieme s^rie, Sciences math^matiques, physiques et natnrelles, 
t. I, S. 117—122. Petersburg 1831). 

4) 7ai S. f). Caiff'h)/ setzt stillschweigend voraus, das» die 
Function J'ix] für alle trachteten Werthe von x einen ein- 
zigen bestimmten Werth besitzt; jedoch hat er später, in § 12, 
S. 27 (hier 8. 28), diese Voriuissetzung auch ansdrtlcklieh aus- 
gesprochen. Erst im Jahre 1846 ist Catichy zu der Betrachtung 
mehrdeutiger Functionen unter den Integi'alzeichen überge- 
gangen (Comptes Rendus, t. 23, 8. 689, Paris 1846) und hat 
dadurch die üntersttchnngen über die algebraischen Fnnctioneu 
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angebahnt , die wir Phispaix verdanken (Journal de Matln iiia- 
tiqiies pures et appUqa^es publik par Liouville, t 15 und X6, 
1850 und 1851). 

5) Zu S. 10. Setzt man nämiicli t = t bw und ent- 
wickelt nach Potenzen von so wird: 

X sss a-{' Bwa - ' • j x's=sa-|- ewx" (r) -H ■ - • 
y = d 4- ewß H , y' ß + ewy "{z) H , 

also 

X — a'{-i(y — b] = eiv [a + iß) + • • • , 

fs' + = a -f- »/tf 4" ^w{x" + iy") + • • • , 

woraus die erste Formel folgt. Femer wird auf dieselbe Art 

us= y -\- ewu'{T) H , V =s d + €wv'{t) H — • , 

mithin 

X — a-\- eu-\-i(y — b-^ev) = Bw(a-{-iß) + -!-•••> 

nnd hieraus ergiebt sich mit Hilfe von (23) die zweite Formel. 

6) Zu S, 29. Cours d'Analyse de TEcole royale 
polytechnique. Partie: Analyse alg^brique. Ohap. IX 
§ III. Paris 1821. Wieder abgedruckt Oeuvres oompl^tes, 
II« S(5rie, t. III. 8. 256—27:^. l»aris 1897. 

7) Zu S. SO. Laplaee hat die Formel (91) in der Theorie 
analytique des probabilit^s (1. Edition Paris 1812, 3. 6Ö.. 
1820, S. 96) folgendermaassen hergeleitet. Wird eos 2bx durch 

ersetzt, so verwandelt sich das gesuchte Integral in die Öunune 
von zwei Integralen, bei denen er beziehungsweise 

x^ i + ih und « = < — ift 

substituirt. Auf diese Weise ergiebt sich 

also, wenn man in dem ersten Integrale — t statt 4- 1 sehreibt 
und dann beide Integrale Tereinigt: 



^uj ui.uo uy Google 



Anmerkmigeii. 75 

8) Zu, S, 31, Die you Euler. in der Abhandlung: De 
yero valore formnlae integralis 



a termino äj = 0 usque ad x = 1 extensae (Nova Acta, 
t. Vni ad annum 1790. Petropoli 1794) begonnenen Unter- 
Bnehnngen hatte Legendre fortgesetzt (Recherches snr di- 
verses sortes d'int^grales d^finies. Ln le 13 novembre 
1809. M^moires de la classe des sciences math^matiqnes et 
physiqnes de Tlnstitat de France, t. Z. Ann^e 1809. S. 416 
—509. Paris 1810) und (8. 477): 



/;d.(iogl)"" = r(a) 



j^esetst; vergl. aneh seine Exereiees du ealcnl integral , 
t II. Paris 1817. 

9) 2ki 8. 81. Ccmehy hatte seiner Preissehrift: Theorie 
de la propagation des ondes ä la snrfaee d'nn flnide 
pesant d'nne profondear ind^finie vom Jahre 1815 mit 
dreizehn Koten yersehen, denen er im Jahre 1825 , als sie 
gedruckt werden sollte, sieben Noten hinzugefügt hat Die 
im Texte erwiUinten Entwiekelungen finden sieh in der Note 
XVI (Oeuvres oomplötes, s^rie, 1 1. S. 235—239). 

10) ZiA 8. 32. Ans (94) erg^ebt sich zunächst als Werth 
der rechten Seite 

oder durch Trennung des Keellen und Imaginären: 

/- (cos, - -4 .,) - ifUy - ^-i \ '-y . 

t/o \ l-h/y-/// ^0 \ 1 +;'/'/ 2/ 

Dass das zweite Integral verschwindet, folgt unmittelbar aus 
der Keaiität der linken Seite, es lässt sich aber auch mittelst 
der Formeln 

P'^smydy ^ C* dy _ >r 

./o y "T' A 1-1-2/«^ 2 

darthun. 

11) Zu 8. 37. In der Addition III seiner Theorie des 
probabilitös (1. ^d. 1812, 3. 1820, S. 470—475) be- 
trachtet Lc^lace das Integral 
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das mit der linken Seite der Gleichung [101) gleiehbedentend 
ist. Qxuchiß Abhandlnng Tom Jahre 1815 ist erst 1841 
unter dem Titel: Memoire snr diverses formnies reUliyes k la 
th^orie des integrales d^finies, et snr la eonversion des diff^ 
rences finies des pnissanees en int^ales de cette esp^. 
Pr^sentö k TAcad^mie le 2 janyier 1815 im Jonmal de TEoole 
polytechnique, OaMer 28, 8. 147 — 248 verOffentiiclit worden. 

12) Zu S. 41. Damit die loimel 135) gilt, g^^ügt es 
augenscheinlich nicht, dass f{z) eine rationale Function von ^ 
ist, die verschwindet, wenn die complexe Veränderliche z un- 
eiuHich grosse Werthe annimmt, vielmehr muää der Grad des 
Zählers um zwei Einheiten kleiner sein als der des Nenners. 
Man erkennt hieraus, dass die Gleichung (88;, die unter der 
Voraussetzung endlicher Werthe von a-^, y^^J X, Y abgeleitet 
wurde, nicht oline weiteres auf unendliche Grenzen angewandt 
werden darf, die vielmehr eine besondere Untersuchung er- 
fordern. Carichy hat das sehr wohl erkannt, geht aber erst 
in § 14, S. 47 (hier S. 45j auf diese Frage ein. Vergl. auch 
die Bemerkungen S. 72 dieses Heftes. 

Die im Texte augeftihrte Abhandlung hat den Titel: Sur 
la determination du nombre des raciues reelles dans 
les ^quatious alg^briques und war im Jahre 1815 er- 
schienen. 

13) Zn S. 14. Die Näherungstormei für al tindet sieh im 
Wesentlichen schon bei ^firUng, Methodus differentialis 
sive traetatus de summatione et interpolatione se- 
rieruni infinitarum, London 1730, wie bereits Marfaitrin 
im .lahre 1742 liervorgehobeu hat ;A treatise of fhixions 
in two books, Edinhurg 1742, art. 842. 8. (uSi^ — B84). 
Während StirUiH/ die VV)rinel von Wallis beiinfzt hatte, gelangte 
Laplace im Jahre 1 782 (vergl. Anmerkung 1) durch eine neue, 
directe Methode zum Ziele. 

14) Zu S. Öl. Im Originale steht links /(p, r) statt 

15) Zu S, 52. Catichy hatte in der That die Gleiehiug 
(174) bereits in der 8. 70 erwiilmten Abhandlung im Bulletin 
des Seiences par la Soci^t^ philomatique de Paris, Ann^ 1822. 
8. 169 angegeben. Vkmier^ Abhandlung fahrt den Titel: 
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Recherches sur la sommation des termes de la s^rie 
de Taylor, et 3ur les integrales d^finies und ist in den 
Annales de Math^matiques pures et appliqu^es von Qergonm^ 
t 15, S. 165 — 189, Nismes, December 1824 ersehienen. Ter- 
nier leitet daselbst S. 180 die Formel 




bei der also das Ergftnznngsglied fehlt, unter der Voraus- 
setzung her, dass (p[z) in einer Potenzreihe 

entwickelt werden kann, die für {x) ^ 1 eonvergirt In einer 
Note sur quelqnes-nns des r^snltats obtenns par 

M. Vernier, a. a. 0., 8. 360 — 364 hat Qergonm darauf hin- 
gewiesen, (la3s verschiedene Formeln VernierB und darunter 
auch die eben angeführte schon von Gaudiy hergeleitet worden 
seien. 

16) Zu S. 54. Marc-Äntoine Parseral^ M(^thode gene- 
rale ponr Sommer, par le moyen des integrales de- 
finies, la siüte douuee par le th^orfeme de M. Lagrange, 
au moyen de laquelle il troiive une valeur qui satis- 
fait ä nne equation algebrique ou transeeinl e nte. 
Memoires presentes ji l'Institnt par divers savants. öeiences 
mathemati(pies et physiques. S6rie 1, t 1. Paris. An XIV 
[180Ö], S. 567—586. 

O. Ldbri, Memoire sur divers points d'analyse. Lu le 
14 Juillet 1822. Memorie della Reale Accademia delle Soienze 
di Torino. t. XXVUI. Torino 1824. S. 251—280. 

11) Zu S. 54, In Oauckys Verdffentlichnngen findet sieh 
nirgends die Anwendung seiner Theorie auf doppelte oder 
mefarüsehe Integrale behandelt. Erst 1887 ist PoincarS auf 
diese Frage eingegangen (Sur les r^sidus des integrales 
doubles. Aeta mathematiea, i IX. 8. 321 — 380. Stockhohn 
1887} und hat bewiesen, dass ein Doppelintegral 

//F(x, y) dx dy 

ausgedehnt über eine geschlossene zweidimensionale Mannig- 
faltigkeit (Fläche) iTi dem vierdimensioualeu Kanme. dessen 
Punkte die coinpiexeu Werthsysteme y dai steilen, ver- 
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schwindet, wenn man die Fläche durch stetige Deformationen 
auf einen Punkt oder eine Ourve reduciren kann, ohne dabei 
Werthsysteme y zu treffen, für die F[x^ y) unendlich wird. 
Man vergleiche auch Pktxrdy Traitö d'Analyse, t II, S. 248 
—262. Paris 1893. 

18) Zu S. 55. Oeuvres completes, S6rie 1, t. 1. 8. 318. 

19) Zu S. 56. Ebendaselbst S. 124, 

20) Zu S. 59. f'^/Z^r, Institntiones calenli integralis. 
t. I, art. 351. Petersburg 1768; vergl. anch Oaxu^ty^ Oeuvres 
eompletes, serie 1, t. I. S. 433. 

21) Zu S. 60, Laplaeef Memoire sur Ics integrales 
d^finieSy et leur application aux probabilit(^s. Me- 
moires de la classe mathömatique et physiqne de l'Institut 
de France, t. XI. Ann^e 1810. S. 293/ Paris 1811. Die 
Gleichung (16) war bereits Yon Euler angegeben worden: De 
yaloribus integraiium a termino variabilis x ^ 0 us^ 
que ad trsoo extenso mm. Academiae exhib. die 30. Aprilis 
1781, abgedruckt Institutiones ealculi integralis, t. lY, 8. 337 
— 345. Petersburg 1794. 

22) Zu S. 60, O, Bidone^ Memoire sur diverses intt^- 
grales d^finies, lu le 23 Mai 1812. M^moires de TAca- 
d^mie imperiale des Sciences pour les ann^es 1811 — 1812. 
Sciences physiques et math^matiques [t XX]. S. 231 — 344. 
Turin 1813. 

23) Zm S. 61. Auf den rechten Seiten der Formeln (24) 
und (26) steht im Originale irrthttmlicber Weise: 



Caifchij seU>st hat in der 8. 72 angeführten Abhandlung vom 
Jahre 1826 diese Fehler verbessert. 

Kiel» im Deeember 1899. 




2 




F. StäckeL 
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